7. METODY PRIME INTEGRACE DIFERENCIALNICH ROVNIC

Ne vzdy lze diferencialni pohybové rovnice fesit v uzavieném tvaru. V takovém piipad¢ se
pouzivaji metody piimé integrace diferencidlnich rovnic, které rozdélujeme do dvou skupin.
1. Explicitni metody, u nichz jsou odezvy soustav vyjadieny pomoci diive ur€enych hodnot
piremisténi, rychlosti a zrychleni. Z téchto metod si v dalsim uvedeme metodu centrdlnich
diferenci, dvoukrokovou metodu a metodu Runge-Kutta.

2. implicitni metody, u nichz jsou diferencialni rovnice kombinovany s rovnicemi pohybu a

piemisténi je uréeno piimo. Z nich si probereme metodu Newmarkovu.

7.1 Metoda centralnich diferenci

Pii této metod¢ pracujeme misto s derivacemi

y s kone¢nymi diferencemi

Jedna-li se o spojitou kiivku s malou zménou

Vil Vi Viel smérnice je feSeni dosti presné i pfi vétsich

casovych intervalech.

At At
Uvazujme nyni kiivku, ktera prochazi tfemi body:
«—pl— > i y ) p y
»  (Vit ), (viot), (Visstih) > Jak naznaceno na
tl 1 tl ti+1 t
Obr. 7.1 obr.7.1. Pro rychlost v €ase ¢; 1ze psat:

[ﬂ] i&: Yin Vi _ Vin T Vin (7.1.1)
dt)_ . At ot —t 2A¢

i+ b

Podobné miizeme psat pro zrychleni v case ¢;:

dy dy
2 E A E Ar Vi = Vi  Vi—Viq
d’y _ i+ i At At Via =20ty (7.12)
2 B o - 2 ..
dt 1=t At At At

Rov.(7.1.1) a (7.1.2) dosadime do pohybové rovnice
Mq+Bq+Kq=Q,

ktera tak pfejde na tvar

v desar — i(i,z T4 p qt+At2; ;lzm +Kq, =Q, (7.1.3)

Tuto rovnici lze upravit na tvar
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1 1 2 1 1
[Atz M+EB]qt+At :Qt —[K— Atz M]qt _[Atz M—EB]tht (714)

Nebo oznacime-li

1 1 — 2 1 1
A=—>M+—B =Q, —| K- Miq, - M-——B|q, ,, 7.1.5
Af 2A¢ Q=Q [ Ar? ]q [Aﬂ 2A¢ ]qt . (7.15)
Muzeme vypocitat
qt+At = Aith (716)

Tak mtzeme urcit vychylku v ¢ase ¢+ A¢ a pomoci ni i rychlost a zrychleni a to pomoci
vychylek v ¢ase t a t — At .V dal$im kroku poloZzime t =t +At,q, ,, =q,, q, =q,.,, 2
urcujeme dalsi vychylky a zrychleni.
Urcitou nevyhodou této metody je to, Ze na pocatku feSeni nezname dvé predchozi vychylky a
musime cely proces zahajit startovacim algoritmem. Rov.(7.1.1) a (7.1.2) pro rychlost a
zrychleni upravime na tvar

2Q0A1 =gy —Yo_a,

gAr = Qo.n T200 T4,
V téchto rovnicich zndme pouze qp a q’ , které jsou dany pocate€nimi podminkami. qo.a 1ze

z obou rovnic vyloucit, ¢imz po Upravé dostaneme:
. 1. .,
Qo n = qp T QAL +5q0At

Zrychleni q”y ur¢ime z pohybové rovnice

.o 71 .

q, =M Q,—Bq, —Kq,
Dosazenim do pfedchozi rovnice mizeme vypocitat

Af?

Ao, s, =40 + 9,2 +M7'Q, —Bq, —Kq, (7.1.7)

Dalsi vypocet pokracuje puvodnim algoritmem.
Chyba pii této metod je fadu At”. Pro stabilitu numerického feseni je viak zapotiebi, aby
casovy interval byl zvolen mensi nez 7,,,/30, ¢ili

At < 0,2

(7.1.8)

max
To znamen4, Ze ¢asovy krok je velmi maly, u tuhych soustav mnohdy fadové az 10'%, takze
vypocet odezvy v ur€itém Case vyzaduje velké mnozstvi krokl a vypocet trva dlouho.

Algoritmus této metody je vSak pfehledny a metoda sama je podkladem fady jinych metod.
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7.2 Dvoukrokova iterace

Pohybovou rovnici pfevedeme do pfirtstkového tvaru
MAq=AQ, -KAq, —BAq (7.2.1)

V prvnim iteracnim cyklu urc¢ime ptirtistky rychlosti a premisténi z nasledujicich vztahu:
V prvnim ¢asovém kroku

Aq, = Atq, ,, (7.2.2)
V ostatnich casovych krocich

AQ, =206, —AdG,

q, =9, TAq, (7.2.3)

At . :
qu = 7 (quAt + qz)

Ptirtistek zrychleni ur¢ime dosazenim rov.(7.2.2) a (7.2.3) do rov.(7.2.1):
Ag, =M '(AQ,—KAq, —BAq,)

. . (7.2.4)
4, =4q, , TAq,

V druhém iteracnim cyklu se ptirtstky rychlosti a pfemisténi uptesni pomoci vztahti:

CAr .
Aq, =—(q,_,, +4,)

2

q,=q, ,, +Aq, (7.2.5)
At . .

Aq; = T(qFAqu)

Vyrazy dané rov.(7.2.5) se dosadi do rov.(7.2.4) a urc¢i se upiesnéna hodnota ptirtistku

zrychleni a hodnota zrychleni.

7.3 Metoda Runge-Kutta
Metody Runge-Kutta patii mezi jednokrokové metody a mohou byt libovolného fadu. Pti
feSeni budeme pracovat se stavovymi velicinami, jimiz jsou piemisténi a rychlost, které

muzeme zndzornit stavovym vektorem

Pohybovou rovnici soustavy prepiSeme na tvar
=M 'Kq—M 'B4d—M 'Q()

K této rovnici pfipojime trivialni rovnici identity
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q=q
Obé rovnice Ize zapsat ve tvaru
('1] B
i~
Tuto rovnici lze zapsat také nasledujicim zplisobem

x=Dx+Q"(?)

-M'K —-M'B

0 E }

A (7.3.1)
q] [M Q@)

.....

x =f(x(?),1) (7.3.2)
Pro jednoduchost psani budeme uvazovat mechanickou soustavu s jednim stupném volnosti.
Ziskané vysledky lze pfevést do maticové formy a tim aplikovat na soustavy s vice stupni
volnosti. V metod¢ Runge-Kutta se priblizeni k x;a; ziska aplikaci Taylorovy fady, zpravidla
s po¢tem ¢lentd az do urditého Fadu (At)". Tak obdrzime vychylku v &ase (+A¢). Piitom

ptedpokladame, ze funkce x' je v Casovém Useku jednoznacna a spojitd. Bude pak platit

X+ A = x, = x(6) + Ati(r) + (A; s+ (A; LI (7.3.3)
Zavedeme zjednoduSeny zapis rov. (7.3.2) x = f(x(¢),t) = f . Derivaci ziskdme
6f of dx
=t =L+
X(t)= o T

podobné¢ dalsi derivaci obdrzime

XWO) = f, +2f+ 2 fo+ LS+ 1)

Dosazenim téchto vztaht do rov.(7.3.3) obdrzime:

(A ) (At) [

X(t+ A0 = x(O)+ A +-—(f; + [+ f + 2 S+ LS+ S| Fo. (1.34)

Ze stavby rovnice je vidét, ze pro zdarné feSeni musi existovat v feSeném bod¢ 1 vyssi

parcialni derivace. Nejjednodussi z metod Runge-Kutta je metoda 1. fadu, znama také jako

Eulerova metoda, ktera uvazuje pouze prvé dva ¢leny Taylorovy fady, tedy pro prvni fad At:
x(t+ At) = x(t) + Atf (x(¢),1) (7.3.5)

Vysledky metody 1.fadu vykazuji dostateCnou presnost pouze pro n¢kolik malo kroki s dosti

malym ¢asovym krokem At. Pak tato metoda zpravidla diverguje od presného feseni. Proto se

vyhradné pouzivaji metody Runge-Kutta vyssich rada.

Podstatou metody Runge —Kutta je to, Ze je vyvinuta tak, aby nebylo nutno provadét

v kazdém kroku vyssi derivace funkce f.

Reseni je také mozno provést s pouzitim integralu:
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t+At

X(t+Af) = x(1) + f F(x(r),m)dT (7.3.6)

Pouzitim teorému stfedni hodnoty na integral I1ze rov.(7.3.6) pfevést na tvar

x(t+ At) = x(t) + Atf (x(t + aAt),t + aAt) (7.3.7)
pro o v intervalu 0<a<1. Ukolem tak ziistava explicitni vyjadfeni vys§ich derivaci

v rov.(7.3.4).

7.3.1 Metoda Runge-Kutta 2. Radu

V tomto piipad¢ je a voleno tak, aby vysledek rov.(7.3.7) souhlasil piesné s Taylorovym
rozvojem aZ po &len, obsahujici (At)*. PoloZime-li

x(t+ alt) = x(t)+ At +...
bude rov.(7.3.4) mit tvar

x(t+At) = x(t) + Atf +a(At) £+ B(AL) f. (7.3.8)
Kdyz srovname rov.(7.3.8) s rov.(7.3.4) az po &leny s (At)* dostaneme hodnoty

Proto pro metodu R-K 2.fadu bude platit

x(t+ A1) = x(t) + Atf | x(t) +% F(x(0),t+ % (7.3.9)

Pro algoritmizaci numerického feSeni je vyhodné zavést nasledujici schéma
V Case t, je znamo x(t,)=Xx, a my zavedeme
k= At.f(x),1,)
ky = At.f (x, + kb, + At) (7.3.10)

k
x(t, + At) = x, +?1+k2

7.3.2 Metoda Runge — Kutta 4. Radu

Ponévadz 1 metoda R-K 2.fadu nedéava aplné spravné vysledky, pouzivaji se v praxi metody
vyssich fadi. Ukazme si nyni postup feSeni metodou 4. fadu.

Ptedpokladejme, Ze je zndmo x(t;) = x; v Case . Nejprve uréime
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k= Atf (x,1,)

1 1

k, = At. [x,+%,f,+ ]
L A (7.3.11)
ky=Atf|x, +=t+ t]
2 2
k, = Atf(x, + k. t, + At)
Pomoci téchto koeficientii uréime
1
x(t, + A =x(t,) +g<’ﬂ + 2k, + 2k, + k, ) (7.3.12)

Metody R-K nejsou tak citlivé na velikost ¢asového kroku, jako metoda centralnich diferenci
a metoda dvoukrokova. Metoda R-K 4. fadu je pro technické piipady dostatecné piesna. Jeji
presnost je umérna (At)’. Dalsi vyhodou téchto metod je, Ze nepotiebuji zvlastni startovaci
algoritmus, ponévadz dalsi hodnoty se pocitaji ze stavu stavajiciho. Proto se metoda R-K
n¢kdy pouziva jako startovaci procedura jinych metod. V takovém ptipadé postaci metoda R-
K 2. fadu, ponévadz s ni budeme pocitat pouze 1 krok. Pro zvlast’ vysoké pozadavky na
piesnost se pouzivaji metody vysSich adt (5., 7.). Pokud feSime soustavy o vice stupnich

volnosti pouzivame v rov.(7.3.9) az (7.3.12) misto proménnych sloupcové matice (vektory).

7.4 Newmarkova metoda

Newmarkova metoda je vylepSenim metody centralnich diferenci. Ke zptesnéni feseni
pouziva tato metoda koeficienty o a 3. Rovnice pro rychlost a drahu v ¢ase +Af maji tvar:

qt+At = C}t + [(1 - a)éjt + Oéc'jttht]At
(7.4.1)

2

. 1 .. ..
9ne — 94, +QtAt+[[E_5]qt +5Qt+At At

O a 3 jsou parametry, které jsou stanoveny tak, aby integrace byla piesna a feseni numericky
stabilni. Témito parametry je mozno zvolit prubéh zrychleni v uvazovaném intervalu Az, Je-li

=+a =0 zrychleni je konstantni a rovno ¢,
=1a =+ zrychlenije od pocatku doprostfed intervalu konstantni a rovno ¢, a

uprostied intervalu se zméni na ¢, ,, aje konstantni az do konce intervalu.

Q
I
o=
)
&)
I
=

zrychleni se méni v intervalu linearn€ od ¢, do ¢, ,,
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a=1a =+ zrychleni je konstantni a rovno stfedni hodnot¢ zrychleni na pocatku a konci

intervalu, tedy (g, + ¢, , )/2

Z rov.(7.4.1) 1ze urcit zrychleni a rychlost v ¢ase t+A¢, které v maticovém zapisu budou mit

tvar:
. __L4 _)_J; P (742)
qt+At - ﬁAtz qt+At qt ﬁAt qt 25 qt s
. (0] [0 . (0] ..
= —q,)—|—=—1|q, —At|——1 7.4.3
qt+At ﬁAl (qt+At qt) [5 ]qt [25 ]qt ( )

Dosazenim rov.(7.4.2) a (7.4.3) do pohybové rovnice mechanické soustavy dostaneme

1 o 1 o
M + B+K r — z+ ——1 M+At ——1|B|q —+
[ﬁAtz BAt ]q”A Qs [25 } [25 ] 9
(7.4.4)
LISV I LY PR IR Y
anec g )\ A T aa |
Oznaéme
M=— M+ > BiK (74.5)
BAL BAt o
O 1 y
Quia=Qua+ [25_1]M+Af[ﬁ—l]B q, +
(7.4.6)
1 « . 1 o
+—M+|—=—1|B|q+ M+—B
BA [ﬂ T sar ™ T n ]qt
S pouzitim rov.(7.4.5) a (7.4.6) lze urCit z rov.(7.4.4)
Ao =M7'Q, 4 (7.4.7)

Z rov.(7.4.1) urc¢ime také rychlost a vychylku v ¢ase #+At. Dllezitou vlastnosti této metody je,
7e nepotiebuje specialni startovaci algoritmus. U linearnich mechanickych soustav je tato
metoda nepodminéné stabilni pro a >4 a 3 >1(a+0,5)’. Maximélni chyba vzniké pro

=5 a fB=+. Casovy krok nutno volit v souladu s rov.(7.1.8).
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