4. KMITANI LINEARNICH SOUSTAV S VICE STUPNI VOLNOSTI

Ptesné vzato jsou vSechny mechanické soustavy spojité, to znamena, Ze jejich hmotnost i
poddajnost jsou rozlozeny v celé soustave spojité. Ani v té nejjednodussi soustave - hmotny
bod na pruzin¢, neni hmotnost soustfedéna pouze v bod¢, ale v kone¢ném objemu, takze jde
o realné téleso, slozené z nekonecného poctu bodl. Z toho divodu mé i nekonecny pocet
stupniii volnosti. Pokud jsou jejich vlastni frekvence mimo rozsah naseho zajmu (jsou
podstatné vyssi) modelujeme toto téleso hmotnym bodem. Podobné pruzina v jakékoliv
podobé, realizujici v této soustavé poddajnost, ma spojité rozlozenou hmotnost a piislusi ji
rovnéz nekonecny pocet vlastnich kmitu, jejichz frekvence jsou zpravidla znacné vyssi, nez
ty o které se zajimame. Vytvatime proto model, ktery vystihuje zkoumané vlastnosti
mechanické soustavy, nemusi vSak zahrnovat pro nase zkoumani nepodstatné vlastnosti

( napft. vysoké vlastni frekvence). Jednodussi, model umoznuje i snadnéjSi matematické
zpracovani a dava pfitom i dostatecné piesné feseni.

Pozadujeme-li urceni i vyssich vlastnich frekvenci, musime vytvofit model s vétSim poctem
stupniil volnosti, to znamena s vét§im poctem kmitajicich bodl. Dostdvame tak modely se
soustiedénymi parametry, které nazyvame diskrétni mechanické modely. Lze-li jejich pohyb
popsat soustavou linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi parametry mluvime o
linedarnich diskrétnich modelech.
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4.1 Sestaveni pohybovych rovnic a jejich reSeni

Pohybovou rovnici diskrétniho modelu mizeme sestavit riznym zptisobem.

U jednoduchych modelt jaky je na obr. 4.1 miizeme pohybovou rovnici ziskat
uvolnénim jednotlivych hmot a napsanim jejich pohybovych rovnic:

mg, +(b,+b,)q, =b,q, +(k, +ky)q, ~k,q, =0,(?)

m,g, =b,q, +(b, +b;)q, —biq; —k,q, +(k, thky)q, —kiq; =0,(¢)

[ 4.1.1)
[

mnqn _bnq.n—l +(bn +bn+l)q.n _knqn—l +(kn +kn+l)qn :Qn (t)

Obdrzeli jsme n simultannich diferencidlnich rovnic druhého tadu s konstantnimi
koeficienty, které definuji pohyb dané mechanické soustavy. S narlstajicim poctem
stupnit volnosti mechanické soustavy se stavd tfeSeni velmi pracné. Proto s vyhodou
pouzivame maticovy zéapis pohybovych rovnic a maticovy pocet pii jejich feSeni.
Rov.(4.1.1) 1ze maticové zapsat nasledovné:

Mgq +Bq + Kq = Q(t) (4.1.2)
kde znaci

q,9,q vektor vychylky, rychlosti a zrychleni, vyjadieny n rozmérnou sloupcovou
matici  q” =[q1,q2, ..... qn], Q) je casové =zavisly vektor budicich sil

Q' 1=1[0.0,.-.0)]

M je matice hmotnosti., B je matice tlumeni a K je matice tuhosti. VSechny tyto matice
jsou u konzervativnich soustav Ctvercové a symetrické fadu n. Pro model na obr.4.1
maji tvar:

@, 0 0 00 b, +b, —b, 0 0 O
Uo m, 0 oB —b. b +b b o G
M =0 2 [l p=0 7 2 3 3 [l
O. .. g O ) W]
Eo 0 0 mnS E 0 0 -b, bn+bn+15
k, +k, -k, 0 0 O
O U
K=|:|_k2 k2+k3 _k3 O D
O . . . O
E 0 0 - kn kn + kn+1 E

Pohybové rovnice lze také sestavit pomoci Lagrangeovych rovnic 2.druhu, které maji
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tvar

d HOE 0E, OE, OE, — .

_H) k H— k"2 4+ 6'1.) =0,(t) proj=12,..n
J

dt Haqu 0q, Oqg,

Kinetickou energii mtizeme vyjadrit jako

1. :
E, = EqTMq
Podobné bude platit pro potencialni energii Ep a disipativni funkci Ep:

1 .1y,

E, = EqTKq a E,= EqTBq
Ponévadz matice M, K a B jsou pozitivné definitni budou jejich derivace dany
OE, _

0q
srov.(4.1.2).
Reseni pohybovych rovnic zévisi na druhu buzeni.

Mg atd. Dosazenim do Lagrangeovy rovnice dostaneme rovnici shodnou

4.2 Volné netlumené kmitani
Vysledky ziskané feSenim volného, netlumeného kmitani, kdy Q(t) = 0 jsou dilezité
1 pro dalsi ptipady, proto si feSeni pohybové rovnice tohoto kmitani probereme

podrobnéji. Vychazime tedy z rovnice

Mg+Kq=0 (4.2.1)
Ptredpokladame, ze soustava bude kmitat harmonicky, to znamena, Ze feSeni
predpokladdme ve tvaru
q =ue™ (4.2.2)
kde U je vektor amplitud harmonickych kmiti u’ = [u Uy ,...,un] a Q je uhlova
frekvence. Dosazenim rov.(4.2.2) do rov.(4.2.1) dostaneme po upraveé
K-Q*Mu=0 (4.2.3)
Rov.(4.2.3) pfedstavuje soustavu homogennich rovnic pro nezndmé amplitudy ;.
Protoze je soustava rovnic (4.2.3) homogenni, musi byt determinant soustavy pro
netrividlni feseni nulovy:
detlK ~ QM| =0 (4.2.4)
Tento determinant se nazyva frekvencni determinant. Jeho rozvinutim obdrzime
frekvencni rovnici n tého stupné pro Qg :
a,Ql +a, Q7" +. .. +aQ; +a, =
Ponévadz jsou matice M a K pozitivné definitni, jsou kofeny této rovnice realné kladné

hodnoty, které zpravidla uspotadavame vzestupné
0<Q,,<Q,<....... <Q,,

Ponévadz soustava rovnic.(4.2.3) je homogenni, dostali bychom po dosazeni urcité
vlastni uhlové frekvence nekonetné mnozstvi feSeni pro u,. Ztoho divodu Ize urcit
pouze vzajemné pomery prvki vlastniho vektoru u,, napf.

n—1

— U
B’trl url url |:|
Takovym zplisobem lze vytvofit n rlznych posloupnosti, které ke kazdé vlastni thlové
frekvenci definuji viastni tvar kmitani. Proto se témto vektorim ftika viastni vektory
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nebo modalni vektory. Z n ruznych posloupnosti volime obycejné takovou, aby
maximalni hodnota prvku vlastniho vektoru byla rovna jedné. Rikdme, ze ptisluSny
vlastni vektor normujeme. U normovani zadame, aby platilo:

viv =1 ( Euklidova norma ),
nebo
v/ My, =1 ( Normujeme podle matice hmotnosti ),
nebo
vKv, =1 ( Normujeme podle matice tuhosti ).
Kmité-li soustava r-tym tvarem, jsou jednotlivé vychylky ddny rovnicemi
q, =v, e (4.2.5)
nebo v realném oboru
q=v,sin(Q,t+¢,) (4.2.6)

Zrov.(4.2.5) a (4.2.6) je vidét, ze se tvar kmitu béhem pohybu neméni, ponévadz
amplitudy pohybu vSech hmot jsou konstantni. Obecné feSeni rov.(4.2.1) je dano
linearni kombinaci jednotlivych vlastnich kmitt

a=25yg@ﬂ (4.2.7)
r=1

kde 5r jsou komplexni integrac¢ni konstanty. V realném oboru ma rov.(4.2.7) tvar

q= Z C.v,sin(Q,.t+¢,) (4.2.8)
r=l1
nebo
q= z v, (A4, cosQ.t+ B, sinQ, 1) (4.2.9)

r=l
Integracni konstanty C., ¢, resp. 4,, B, pro r = 1,2,...,n se ur¢i z poc¢ate¢nich podminek.
Vlastni vektory jednotlivych tvarti kmiti 1ze sestavit do tak zvané modalni matice

O, vy, . . v, O
U [
2t Va2 - - Vo
V=[v,,v,,...v, ]=0. . O (4.2.10)
U [
|:|. . . . . |:|
B}nl vn2 R vnn
Vlastni thlové frekvence lze sestavit do spektralni matice
@, o0 .. 0O
[ ) [
00 Qp . . 0
Q; =0, O 42.11
"= g g ( )
- N
Ho. . . . oH

4.2.1 ORTOGONALITA VLASTNICH VEKTORU

Piedpokladejme, ze vySetfovana mechanické soustava ma vlastni tthlové frekvence Qo
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a Qqs. Rov.(4.2.3) lze psat ve tvaru
(K-92M, =0

- My =0 (4.2.12)

Vynéasobme zleva prvou z téchto rovnic vektorem v’ a druhou vektorem v! :
vI(K-Q; M)v, =0
vIK-Q, M), =0
Druhou z téchto rovnic transponujme
vi(k-0: M)y, =0
Nyni tuto rovnici odecteme od prvni z predchozi dvojice rovnic, takze obdrzime po
uprave
(@2 -2 f'Mv, =0
Ponévadz jsme jiz diive pfedpokladali, ze Q, # Q, , musi platit
v/Mv, =0 (4.2.13a)
a podobné pro r #s
vKv, =0 (4.2.13b)
Podminky ortogonality fyzikaln€ znaci, ze pti kmitani soustavy urCitou vlastni frekvenci
vyskytuje se v soustave pouze ji ptislusejici vlastni tvar kmitu.
Z 1ov.(4.2.13) plyne véta

Vlastni vektory ptislusné riznym vlastnim uhlovym frekvencim jsou ortogonalni
vzhledem k matici hmotnosti i matici tuhosti.

S pozitim modalnich matic Ize psat

VMV =|[v/My, |=M,
V'KV = [VfKV,,] =K,

Prvky diagonalni matice K se nazyvaji hlavni tuhosti k. Podobn€ prvky diagonalni

(4.2.14)

matice My se nazyvaji hlavni hmotnosti my,. Ponévadz je matice hmotnost positivné
definitni jsou vSechny hlavni hmotnosti kladné.

4.2.2 HLAVNI SOURADNICE

Modalni matici V Ize pouzit k vytvoteni tak zvanych Alavnich nebo také normalnich
souradnic, které 1ze definovat modalni transformaci

y=V7'q nebo q=Vy (4.2.15)
Reseni linearni soustavy s pouzitim modalni transformace se nazyva modalni analyza.
Jeji pouziti je velmi vyhodné, ponévadz odstranuje vzajemné vazby mezi pohybovymi
rovnicemi mechanické soustavy. Uvazujme netlumenou mechanickou soustavu
popsanou pohybovymi rovnicemi

Mg +Kq =Q() (a)
Dosazeni za q vyraz z rov.(4.2.15) do rov.(a) dostaneme
MVy + KVy = Q(?) (4.2.16)
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Vynasobenim této rovnice zleva transponovanou modalni matici V" a oznagenim podle
rov.(4.2.14) dostaneme

M y+K,y=Q, () (4.2.17)
kde jsme oznacili

Q,(1)=V'Q) (4.2.18)
PonévadZ matice My a K jsou matice diagonalni pfedstavuje rov.(4.2.17) n vzajemné
nezavislych rovnic

m,y, +k,y =0, () pror=1,2,..,n (4.2.19)
Jestlize byly vlastni vektory normovany podle matice hmotnosti, kdy plati
M, =V'MV =E, piejde rov.(4.2.17) na tvar

y+K ) y=Q (9 (4.2.20)

V této rovnici je vlastng K, = Qg

4.2.3 VYPOCET VLASTNICH VEKTORU JACOBIHO METODOU

Na vypocet vlastnich frekvenci a vlastnich vektort 1ze aplikovat metodu v matematice
znamou jako vlastni problém.

Rov.(4.2.3) miiZeme upravit na tvar
(M'K-Q}E)v, =0

Oznac¢ime-li MK = A a Q] = A lze predchozi rovnici napsat jako

Av, =Av, (4.2.21)
Obdrzeli jsme tak matematickou formulaci viastniho problému. Je-1i matice A
symetrickd Ize vlastni problém fesit Jacobiho metodou, kterou si v dal§im popiSeme.
Podstatou této metody je pfemeénit ¢tvercovou matici 4 na matici diagonalni
s hodnotami A, na hlavni diagonale. V matematice se dokazuje, ze 1ze na diagonalizaci
matice A pouzit podobnostni transformaci

Q"'AQ=D
Ukolem nyni je nalézt podobnostni matici Q. Tuto matici ziskdme v sestrojeni
nasledujici posloupnosti ortogonalnich matic pro niz plati

Zaved’'me oznaceni
T, =S!S/,..S/ASS,..S, kdejevlastn¢ T, =A.

(k)

Prvky matice Ty oznac¢ime tfjk ) a prvky matic Sy ozna¢ime S5

Definujme
v =S S[EO) pro viechny pripady, kdy i #j ak=0,1.2...
==

n n

w, = z z(z,;’f))2 prok=0,1,2,....

FEE
Ptitom béhem jednotlivych transformacnich krokti zaddme nulovani mimodiagonalnich
prvki, pfi zachovani hodnosti matice, tedy:
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Vig <V, a w., =w, piiemz ilgvk =0

V takovém ptipad¢ bude platit
IimT, =D

k — o0
Kazdym iteracnim krokem se snazime vynulovat ur¢ity mimodiagonalni prvek kroku
ptedchoziho napft. t;’;_l) tak, aby platilo t;’;) =0. To lze provést transforma¢ni matici

Sk, kterou si 1ze ptedstavit jako matici smérovych kosinil pii rota¢ni transformaci.
Chceme-li vynulovat prvek fadku p a sloupce ¢ bude transformacni matice S mit tvar

0O o 0 0 0 0gd
@ 10 0 0 0%
[0 0 cosd, 0 sind, 00
S, = 0
90 0 1 0 op
B -sind, 0 cosd, B
Mo o0 o0 0 If

Nyni musime provést potiebnou transformaci
— T
Tk - Sk Tk —lsk
Provedeni naznacenych operaci obdrzime prvky matice T:

(k) = (k) = 4(k=1) — kD) G
t,) =t, =t cosd, —t;sind, . . 4222
(6) = () = D) i g 4 4D oo pro-j#p a j*4q (4.2.22)
t;,, =t, =t, 'sind, +t " cos,

(k) = (k) = 4(k=1) — kD) G

t, =t =t,  cosd, —t.;sind, - - 4993
(k) — () — k-1 (k-1) pro t#=p a 1+¢q (4.2.23)
ty =ty =t 'sind +it. cosd,

1) =1 cos? 9+t sin® 9, —2¢5 7 sind, cosI,
t;’;) = t;f;l) sin® 9, + t;’q‘_l) cos’ 3, + 2t;’;_1) sind, cosd, (4.2.24)
(e -i) :
® = 0 = Lo _aen o (k-1) _
th, =t = 5 ty —t,  Jsin2d, +t "~ cos2d =0
1) =1 proizp a jZq
Pongvadz nulujeme prvek ), musi byt tfeti z rovnic (4.2.24) rovna nule. Z této
podminky uré¢ime
(k1) | 24D
- _ Pq — Pq

tg219k - (k-1) _t(k_l) D Z9k - EaFCtg t(k_l) —t(k_l) (4225)

pp q9 q9 pp

Takto postupujeme dal$imi kroky. Ponévadz vynulovani v§ech mimodiagonalnich
prvkil by teoreticky vyzadovalo nekonecny pocet iteraci, ukoncujeme proces zpravidla

tehdy jakmile norma nediagondlnich prvki /v, dosdhne urcité pfedepsané minimalni

hodnoty.

Vlastni vektory matice A ur¢ime jiz snadnéji, ponévadz jsou tvoreny sloupci
ortogonalni matice Si. Jestlize ozna¢ime R=S; S,.....Sx = Ry Sk, to znamena, ze
muzeme pouzit prvky z predchézejiciho kroku a ur€it prvky vlastniho vektoru:

*) = (kD) _ kD)

r, =T, cosd, —r, sind,

rid? = rf D sind, + 1 cosd, (4.2.26)
*) = (D -

vy = pro j# p,q
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Na pocatku iterace je Ry = E.
Algoritmus feSeni je zndzornén v tab. 4.1.
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Tab. 4.1 Algoritmus feSeni vlastniho problému metodou Jacobi.

Y

QI=2*V(QI/(N*(N-1)))

v

Q2=Q1*10”

X9=(A(P,P)-A(Q,Q))2

v

39

X9.EQ.0 >

Y8=-A(P,Q)/X9

| X8=0.5*ATN(Y8) |




: ne
X9=A(I,P)*C-A(L,Q)*S

v

A(LQ)=A(LP)*s+A(LQ)*C

v

A(LP) = X9

|

A(LP)=A(P,I)

v

A(LQ=A(Q.)

v

X9=R(I,P)*C-R(L,Q)*S

v

R(I,Q)=R(LP)*S+R(1,Q)*C

v

R(LP) = X9

v

12+ 1-1+1<f®
O—:

X9=2*A(P,Q)*SC

|

Y9=A(P,P)*C2+A(Q,Q)*S2-X9

v

LEQ.P or LEQ.Q

ano

A(Q,Q)=A(P,P)*S2+A(Q,Q)*C2+X9

v

A(P,P) = Y9

&

1

A(P,Q)=A(Q,P)

opr @

ano

ano
QI=QUN<QLGT.Q2 >

%ne
o

J=I+1
®

X9=A(L])

A(LD=A(.J)

v

A(JJ)=X9

v

X9=R(K,]I)

&
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O ©

v v
R(K,D=R(K,J) I=1

A 4
R(K,J)=X9

-

K=K+1
=11
<
(e fe—
=1+
2
>

4.2.4 SYMETRIZACE MATICE — CHOLESKEHO ROZKLAD

Matice A, jejiz vlastni problém fesime je u volného kmitani dana A =M 'K . Ackoliv
jak matice M i K jsou symetrické, tak jejich sou¢in dava matici nesymetrickou.
Abychom mohli pro feSeni problému pouzit Jacobiho metodu je nutno matici A
symetrizovat. K tomu pouzijeme Choleského rozklad matice M:

M=L"L (4.2.27)
Pokud je matice M diagonalni pak bude platit

L=L"= diag[\/m_l. ] a L' =L = diag (4.2.28)

DIB
B/m: B

Pro vlastni problém plati vztah
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M 'Kv = Av (4.2.29)
Dosadime-li do této rovnice za M rov.(4.2.27) zavedeme
v=L"y (4.2.30)
obdrzime
L'L'KL'y =AL"y
vynasobenim této rovnice matici L obdrzime
LKLy = Ay (4.2.31)
Ponévadz vyraz LKL je symetricky,lze pro vlastni problém pouzit Jacobiho
metodu. Ponévadz byla provedena podobnostni transformace, budou vlastni ¢isla

rov.(4.2.31) stejnd jako v rov.(4.2.29). Abychom dostali spravné vektory v nutno
provést transformaci podle rov.(4.2.30).

4.2.5SHOUSEHOLDEROVA METODA TRIDIAGONALIZACE MATICE

Jacobiho metoda diagonalizuje ¢tvercovou symetrickou matici vynulovavanim
jednotlivych mimodiagonalnich prvka. Jeli matice velkd a plné je tento iteracni proces
casove¢ velmi naro¢ny. Proto je vhodné pted vlastnim jacobiho procesem pievést matici
na tfidiagonalni tak zvanou Householderovou metodou, kterd vynulovava postupné cely
fadek a sloupec s vyjimkou tfidiagonalnich prvkl. Pfi tomto postupu zistavaji diive
vynulované prvky nulové. Metoda pouziva ortogonalni matice a predpoklada, ze plati
viv=l (4.2.32)
Pak je matice
P=E-2vw’ (4.2.33)
ortogonalni a symetricka. Zavedeme podobnostni transformaci
A, =P/A_P, prok=23,...,n-1  (4.2.34) Pfedpokladame, Ze matice
Ax.1 mé vSechny prvky v prvnich £-2 fadcich a sloupcich nulové, s vyjimkou
ttidiagonalnich prvkii. Vektor v zvolime tak, ze jeho (k1) prvkl je nulovych. Ukolem
je urcit prvky v az vy n tak, aby platila rov.(4.2.32) a aby se (n-k) netfidiagondlnich
prvkl v (k-1) tadku a sloupci matice A rovnalo nule. To se provede tak, ze polozime

S = Z a;,, (4.2.35)
J=k
a
Vi, = %[1 + 4y, /5] (4.2.36)
v, T JQvNS) jEk+Ln (4.237)

Znaménko v rov.(4.2.36) a rov.(4.2.37) volime tak, aby feSeni bylo co nejptesné;jsi.
Ponévadz se v rov.(4.2.37) vyskytuje vy x ve jmenovateli, je potfeba, aby bylo co
nejvetsi. Proto v rov.(4.2.36) volime takové znaménko, jaké ma ay.; x a totéZ znaménko
pouzijeme v rov,(4.2.37). Aby feSeni bylo co nejefektivnéjsi volime nésledujici postup:
Z rov.(4.2.34) pocitame nejprve

A_P =A,_(E-2v,v]) (4.2.38)
zavedeme oznaceni w, = A, _,v,, takZe Ize psat
A_P =A_ -2w,v, (4.2.39)
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Pak ur¢ime z rov.(4.2.34)
A, =P/A_P,=A_ -2v,q; -2q,v, (4.2.40)
kde jsme zavedli

— T
U =" "V "k Vi
Algoritmus Householderovy metody ukazuje nasledujici diagram.

START @

Z=(1+SGN(A(K+1,K))*A(K+1,K)/S)/2

| V(K+1D)=V(Z) |

[=K+2

S|

| VID=SGN(AK.D)/(2*V(K)*S) |

| P(L)=D-25V(1)*V(J)|
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PT{J,1)=P(L,]

A=BMULTP

©

4.2.6 RAYLEIGHO KVOCIENT

cvwr

vlastni frekvence. Nyni si ukdzeme, jak 1ze takovy odhad provést. Vyjdeme

z rov.(4.2.23), kterou lze psat ve tvaru

Kv, =Q’Mv,
Vynasobenim této rovnice zleva transponovanym vektorem v obdrzime na obou
strandch rovnice skalary. Mtizeme tedy urcit A ., =Q?:

_ VIKv,
" VM,

Kdyz dosadime za r=1 ziskdme nejnizsi tthlovou frekvenci Q,, , pfi dosazeni za r =n

A (4.2.41)

obdrzime n tou vlastni thlovou frekvenci. Jak vidét z rov.(4.2.41) je thlova frekvence
funkci vlastniho vektoru v;. To by znamenalo, Ze k urceni vlastni uhlové frekvence
bychom potiebovali znat vlastni vektor, pfislusny pozadovanému tvaru kmitu. Jestlize
odhadneme vlastni vektor v, , odhadneme tim 1 vlastni thlovou frekvenci. Rov.(4.2.41)

1ze s pouZzitim odhadnutého vektoruv, psat jako
LYK,

VMY,

Tato rovnice udava tak zvany Rayleighuiv kvocient, ktery ma tyto vlastnosti:

1. Je-li odhadnuty vektor v_ roven vlastnimu vektoru, pak Rayleighiiv kvocient je

roven ¢tverci vlastni thlové frekvenci.

2. Je-li odhadnut vektor s urcitou presnosti, pak piesnost Rayleighova kvocientu je o
rad vyssi.

3. Nabyva-li vlastni vektor postupné vsech svych hodnot, Rayleighiiv kvocient je vzdy
uvnitt intervalu daného nejnizsi a nejvyssi vlastni thlovou frekvenci.

(4.2.42)
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Jestlize zlomek v rov.(4.2.41) rozsitime 1/2 potom citatel vyjadiuje potencialni energii
uvazovaného tvaru kmitu a jmenovatel vyjadiuje jednotkovou kinetickou energii

E, tohoto tvaru kmitu. Rov.(4.2.41) Ize také psat jako

-

r *

EKr

4.2.7 REDUKCE POCTU STUPNU VOLNOSTI

Jestlize mé soustava velky pocet stupiili volnosti, o jejiz vyssi frekvence nemame
z4jem, provadime redukci soustavy na potiebny nizsi pocet stupiii volnosti. Pfitom je
dodrzovana podminka, aby hodnoty vlastnich frekvenci redukované soustavy byly
rovny frekvencim soustavy skute¢né. V dalSim si ukdzeme dvé Casto pouzivani metody
redukce.

4.2.7.1 Redukce ptetvofenim mechanického modelu

Tato metoda je zaloZena na postupném pietvareni modelu mechanické soustavy. Kazda
soustava se dé rozdélit na fadu izolovanych ¢asti dvojiho druhu, jak ukazuje obr. 4.2.
Pro zjednoduseni kresleni budeme uvazovat torsni soustavy.

0 () 0 (0]
> « —> <4+
a) b)
Obr. 4.2

Pii feSeni volného kmitani pfendsi pruznd ¢ast soustavy kroutici moment ;. Proto
muzeme piedpokladat, ze urcita Cast celé soustavy je zatizena vnéj$Sim harmonickym
momentem v mistech 1 a 2. Mizeme napsat feSeni pohybu:

Pro soustavu a)

]¢“ +k1(¢1 _¢) +k2(¢ _¢2) =0
k1(¢1 _¢) =M,
k,(¢-¢,)=M,

L 24 . r v _ i (ot — 10 4 ) . v
Vyjadiime harmonické slozky: @ =@, e, M, = M e’ , a z druhé rovnice uréime

¢ Mo
¢m ¢m1 kl

Tim pfedchozi rovnice dostanou tvar:
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_Iw2¢m +k (¢m _¢ml)+k2(¢m _¢n12) =0
(i +ky = 16)9 k) ~ kb2 =0

m

(k, +k, — 100’ )(@ 01)_k1¢m1_k2¢m2 =

1
Vylouéenim @, a upravou obdrzime:
M, 1 k, +k
k2¢ml + > wz _k2¢n12

1 1
I k, +k, 1
=(l-—w -M -—
¢mZ ( k2 )¢ml 01 ( kl k2 kl k2
Zavedenim vlastni thlové frekvence soustavy a):

QOa = k1+k2
V7

I 1 w’
=(1-—)p , —(—+—)1-2
¢n12 ( k2 )¢ml (kl 2 )( an

2

ml

2 M, I, =0

ml

w?)

1ze vyjadfit:

—5M,,

(4.2.43)
I3)

M, :Iw2¢ +(1-

M,

ml
1

Pro soustavu b) Ize psat pohybové rovnice:
Il¢1 +k(¢1 _¢2) =M,
Ly, +k(p,—¢) =M,
Vyjadiime-li ¢, = ¢, €“; M, = M, dostaneme:

- Ilw2¢ml + k(¢ml - ¢n12) = MOI

2 —_
- ]2w ¢m2 + k(¢mZ - ¢ml) - M02
z této rovnice miizeme vyjadfit

mz B Iw% _%
@

M, =1, +12)w2E— Eﬁ iz,

kde jsme zavedli vlastni ﬁhlovou frekven01 soustavy b)
I +1, i
1112
Podstata této metody redukce je ve vzéjemné zamén¢ obou parcidlnich soustav. Pfi tom
2

w
se zanedbavd — jako malé vici 1.
O

Nahrada soustavy a) soustavou b)

01

(4.2.44)

0 —

V tomto piipad¢ plati
i, -1 + 1 respektive k' = ik, (4.2.45)
k' ko Kk k, +k,

a porovnanim ¢lenti u ¢,; a My; u rov.(4.2.43) a rov.(4.2.44) dostaneme po upraveé
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I = k 1 I, = ky 1 (4.2.46)
ki +k, k, +k,
Ndahrada soustavy b) soustavou a)
V tomto piipad¢ bude
I"=1+1, (4.2.47)
a porovnanim rov.(4.2.43) a rov.(4.2.44) bude:
I +1, I, +1,
kil =——= 7 2k a k=""2k (4.2.48)

2 1

Aplikaci rov.(4.2. 45) arov.(4.2. 46) pfejdou rov.(4.2.44) na tvar
¢n12 = (1 - )¢ml —+ _)MOI

k2 kl k2
s ; (4.2.49)
w
Moz = 1w2(1 _Q_(z)a)¢ml +(1 _sz)Mm
Kdyz dosadime do rov.(4.2.47) arov.(4.2.48) obdrzime
[ 2
¢mZ = (1 - zlwz)¢ml (1 - Q_z) 01
0b (4.2.50)

M, =, +Iz)w2¢ +(1_;_2w2)M01

ml

Porovnanim rov.(4.49) a rov.(4.2.43) je vidét, ze se 1i8i pouze ¢leny (1 - g‘;’;
rovnani rov.(4.2.50) s rov.(4.2.44) se lisi ¢leny (1 - ilz ). Jestlize jsme polozili

v v 2 2 . . , S p
predpoklad, Zze 2~ - 0 a - — 0 pak jsou tyto rovnice shodne a zaménu lze provest.
0b

Oa

Zamény jsou dostatecné piesné kdyz £ < 2,5. Zptsob redukce ukazuje obr. 4.3.

Samoziejmé, Ze 1ze obé metody vzajemné kombinovat.
Postup prace je nésledujici:
1. Nalezneme usek hiidele s nejnizsi vlastni thlovou frekvenci:

/ + I +17
a) Q,, = k11k2 b) Q,, = 11[ :
112

2. Provedeme redukci soustavy, to znamend ndhradu subsystému

anb K=th g koo ks
k + k + k +k,

L+1, I +1

boa I'=LD, K =Tk K =Tk

2 1
Cely postup se opakuje, az dosdhneme potiebny stupen redukce. V praxi neni potieba
urcovat vlastni thlovou frekvenci obou subsystémti, ale 1ze postupovat od minimalnich
hodnot hmotnosti, pfipadné momentl setrva¢nosti, nebo maximalnich tuhosti pruznych
¢lend.
Tato metoda mé vyhodu v ndzornosti a v tom, ze vime jaké upravy jsme provedli.
Nehodi se vSak pro soustavy s vysokym poctem stupiili volnosti.
Postupnou redukci soustavy ukazuje obr.4.3.
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Postup redukce soustavy

b-a a-b

-
-
I_T_J:Zl
—
I_l__|::|
—

[__
T T_Ej

|
L.
]
T |
—
]

1 L i

Obr. 4.3

4.2.7.2 LANCZOSOVA METODA REDUKCE

Pro soustavy s velkym poc¢tem stupiii volnosti je vyhodné zvolit nékterou z metod
redukce, kterd probihé podle pevného algoritmu. Jednou z takovych metod je
Lanczosova metoda, kterou si v této kapitole popiSeme.
Uvazujme upravenou rovnici volného kmitani

Kv = AMv (4.2.51)
kde matice K a M jsou positivné definitni, symetrické matice fadu n. Lanczosova

metoda redukuje soustavu tak, Ze zvoleny podet m vypoétenych vlastnich &isel A = w’

se shoduje s m vlastnimi ¢isly plivodni soustavy.
Zvolme m < a a zaved'me redukéni matici R = [",] fadu (n,m), kde r; jsou tak zvané

Lanczosovy vektory (n,1). Dale zavedeme y (m,1) tak, aby platilo

v =Ry (4.2.52)
Dosazenim rov.(4.2.52) do rov.(4.2.51) dostaneme
KRy = AMRy
a vynasobenim zleva R" bude
(R’KR)y = A(R"MR )y (4.2.53)
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Tim je Gloha redukovana na fad m. Reduk¢ni matici R = [rl,rz,....,rm] uréime pomoci

Lanczosova mechanismu tak, aby matice R"MR byla diagonélni a jednotkova a

matice R"KR byla tfidiagondlni a symetrick4. Potom lze rov.(4.2.53) psat ve tvaru
R'KRy = Ay (4.2.54)

Tim se podaftilo prevést pivodni obecny vlastni problém na vlastni problém symetrické

matice, ktera je nejen redukovana na niz$i fad m, ale je i tiidiagonalizovana.

Algoritmus feSeni Lanczosovy metody, vylepSené Ojalvem je nésledujici:

1. Vytvofi se sou¢in MK

2. Provede se odhad r, vektoru r, . Pfitom se prokéazalo, ze nejlepSich vysledkii bylo

dosazeno, kdyz se pouzil generator ndhodnych ¢isel v U1 (0,1).
3. Provede se smycka vypoctl vektorl r,,r,,....,r, v krocich / aZ m takto:
4. B =1'Mr,

5. = I (tim je provedena normalizace)
6. a, =r/Kr,
7. Proi = m se pokracuje od bodu 13
8. Proi=1:r,=(M'K)r, —ar,
pro i > 1 (tedy pro i=2,3,....,m-1) r,, =M 'K)r,—ar - Br,_
9. Provede se ortogonaliza¢ni smycka v krocich s = 0 az s. V ortogonaliza¢ni smycce

se provede korekce vektoru ri:;, aby byl ortogonalni s vektory ri, r,...., Ij
s=0

itl—j +1-j

—=s+l _ —=s T =
10. LT ;(l‘ ‘Mri+1)ri
11. Jestlize pti vypoctu bylo v sumaci
r’, Mr; [ pak dime s =s+ 1 a pfejdeme zpét na bod 10
(¢ vyjadiuje pozadovanou piesnost, napt. 10”)
12. Po Gispésném priabehu ortogonalizacni smycky (rf;l__ M}, <€) pouzijeme pro dalsi

, « _ —s+l w e
vypocet r,,, =T, a pokratujeme od bodu 4.

13. Vsechny vektory ry, r,...., rp jsou uréeny, zaroven jsou urc¢eny vsechny potiebné
prvky a,, B, proi= 1,2, ....,m, které pouzijeme k vytvofeni matice
@, B 0 O O 0 O
O
%2 a, B, U O 0 O
R'KR = i 0 00
Bl : 0 g
m Bm—l am—l ﬁm D
[ 0
@ D D D Bﬂl am E

14. Vlastni ¢isla a vlastni vektory Ize urcit standardni metodou (Jacobi).
15. Ur¢i se vlastni vektor ptivodni matice
v =Ry
Je zajimavé, Ze vlastni vektor v je fadu (n,1), to znamend, Ze obdrzime plny pocet tvari
kmit. Vyhodou této metody je, ze probiha automaticky, bez ur€ovani mist redukce.
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Nevyhodou je, ze ztratime fyzikalni pfedstavu nového mechanického modelu, coz
muze vadit pfi optimalizaci parametrti soustavy.

4.3 Volné tlumené kmitani soustav
Pohybovou rovnici volného tlumeného kmitani ziskdme z rov.(), ve které polozime
Q) =0:

M3+Bq+Kq=0 (4.3.1)
Matice tlumeni B je ¢tvercova matice fadu n. Pfi jejim sestavovani vznikaji potize,
protoze u feSenych konstrukci nezname ani schéma ptipojeni linearnich tlumici ani
hodnoty jejich soucinitell ttumeni. Proto se snazime tuto nejistotu obejit néjakym
hypotetickym tlumenim, jehoz vyjadieni je dostatecné jednoduché a navic dava i
jednoduché vyjadreni podminek ortogonality. Témto predpokladiim odpovida tak zvané
proporcionalni tlumeni.

4.3.1 PROPORCIONALNI TLUMENI

Proporcionalni tlumeni je vztazeno k maticim hmotnosti a tuhosti a je vyjadieno
vztahem

B =aM + K (4.3.2)
V této rovnici predstavuje ¢len M konstrukéni tlumenti, které je funkei hmotnosti
kmitajici soustavy, ¢len BK nahrazuje materialové tlumeni, které je, podobné jako
tuhost pruznych prvki soustavy, funkci vnitfnich materialovych vlastnosti.
Je vidét, ze u proporcionalniho tlumeni plati pro podminku ortogonality vlastnich
vektorti jednoduchy vyraz:

vVIBv, =0 pro r#s (4.3.3)
Pro teSeni pohybové rov.(4.3.1) vyuZzijeme vlastnich vektorii netlumené soustavy
(a=p=0).
Reseni rov.(4.3.1) budeme ptedpokladat ve tvaru

a=y C.eMv, (4.3.4)

V tom piipadé ptejde rov.(4.3.1) na tvar
MY X CeMv, +BY A CeMv, +KY CeM'v, =0

’ ’ . o . T Ve ’ .
Vynasobime-li tuto rovnici v, a vyuZijeme podminek ortogonality dostaneme
T 2 T T Mo -

C, (VVMVVA), +v.Bv A +v, er)e =0 pror=12,.n (4.3.5)
Ponévadz tato rovnice musi platit nezévisle na case, musi byt pro netrivialni feseni
vyraz v zavorce roven nule. Oznac¢ime-li

— 7 . A
m,=v.Mv; k, =v Ky,

a vyjadiime-li matici tlumeni rov.(4.3.2), obdrzime n nezavislych rovnic:

m, A} +(@m, + Bk A +k, =0 (r=12,.,n) (4.3.6)
7 rov.(4.3.6) lze urcit kofeny A,
(A), =-0, £iQ, (4.3.7)
kde jsme oznacili
am yr + B kV"
5 =—2L (4.3.8)
2m

yr

50



Q, =Q;, -9,
k (4.3.9)
Q, =
m,
Jak patrno z rov.(4.3.7) nalezi ke kazdému vlastnimu vektoru v, dv¢ vlastni hodnoty A,.
Obecn¢ feseni dané rov.(4.3.4) bude proto dano rovnici:

q= Z (C,.e™ +C,e*)v, (4.3.10)

Pokud bude Q,.> & budou kofeny A, komplexné sdruzené a vysledny pohyb bude
periodicky, vyjadieny rovnicemi:

q= Ze_é’t (4, cosQ t+B, sinQ t)v, (4.3.11)
nebo q= z Ce % sin(Qt+¢.)v, (4.3.12)

Hodnoty Cy;, Cy;, nebo 4, B, ¢i C.,9, jsou integracni konstanty, které se urci
z pocatecnich podminek (=0, q=q., q =q,).
Pro urceni souciniteltl  a 3 pouZzijeme rov.(4.3.8), kterou upravime na tvar:

br :l%+ﬁQrE
2 0r

Soucinitelé a a 3 se ur¢i ze dvou méfeni pomérného utlumu pii dvou vlastnich
uhlovych frekvencich Q,, které¢ jsou dostatecné od sebe vzdaleny. Ponévadz vsak vyssi
vlastni tvary kmitl Ize vybudit jen velmi obtizné, pomiiZeme si hypotetickou uvahou.

cvwr

proto derivaci posledni rovnice,kterou polozime rovnu nule:

db, =1 C!2 +BE=0
daQ, 20 Q,,

Tim jsme obdrZeli dve€ rovnice z nichz Ize urcit oba koeficienty proporcionalniho
tlumeni:

a= QOrbr

b, (4.3.13)
[3 =

QOV

cv v

vlastni uhlové frekvenci.

4.4 Vynucené kmitani mechanickych soustav
Velmi casto se setkdvame v praxi s vynucenym kmitanim mechanickych soustav, kdy
uvazujeme uplnou rov.(4.1.2)

Mg +Bq +Kq =Q(?) (4.4.1)
Obdrzeli jsme soustavu diferencialnich rovnic druhého fadu s pravou stranou. Jejich
feSeni se sklada z feSeni homogenniho a partikularniho:

q=q, *q,
Homogenni feseni je dano rov.(4.3.11). Partikularni feSeni zavisi na vektoru budicich
sil.
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4.4.1 BUZENI HARMONICKOU SILOU
V této kapitole budeme predpokladat harmonickou budici silu

Q(t) =Q,e™”
S ohledem na harmonicky charakter pravé strany rov.(4.4.1) budeme uvazovat
partikularni feSeni ve tvaru

q, = se' (4.4.2)
kde s je komplexni vektor amplitud. Dosazenim rov.(4.4.2) do rov.(4.4.1) obdrzime po
uprave

(K -’ +iwBJs = Q,
Z této rovnice miizeme urcit komplexni vektor amplitud odezvy

3= (K -w'M +iwB)'Q, (4.43)
Z rov.(4.4.3) 1ze ziskat komplexni vektor amplitud odezvy. Nutno si pouze uvédomit, ze
musime provést inverzi komplexni matice (K —WM +i wB) Tuto inversi 1ze provést

podle vztahu

1 _ G(w)

(k- +icB)" = M) (4.4.4)

kde znaci
G(w) = adj(K - WM +iwB)
A(w) = det(K —w’M +iwB)
Toto feSeni vyZzaduje praci s komplexnimi ¢isly. Pokud bychom chtéli pracovat pouze
s realnymi ¢isly, je nutno pouzit nasledujici postup:
Ozna¢me realnou Cast

K-w'M=A
a imaginarni ¢ast
wB =D

Inverzi dynamické matice tuhosti obdrzime opé€t realnou a imagindrni ¢ast:
(A +iD)" = (L +iN)
vynasobenim levé strany této rovnice matici dynamické tuhosti (A +7D) obdrzime
jednotkovou matici
E = (A +i/D)(L +iN)
Provedenim naznaceného nésobeni bude
E = AL -DN +i(AN +DL)
Reélné a imagindrni ¢asti obou stran rovnice musi byt rovny
AL-DN =E
AN+DL =0
Tuto soustavu lze zapsat maticove jako
A -DOLO [EO

B HH BE

odkud lze jiz urcit ¢leny inverzni matice dynamické tuhosti, ovS§em za cenu toho, ze
musime invertovat matici fadu 2n.

0L0_[A -D0J [EQ
= 0 Gd
NH B A B
Rov.(4.4.3) lze psat ve tvaru
§ = (L+iN)Q, =5,
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kde realné hodnoty amplitud odezvy jsou dany vztahem

Sy, = \/(Re{Er})z + (Im{Fr})2 pror=1,2,...,n (4.4.5)
a jim odpovidajici faze
_ . Ims} _
¢, =arctg Re{ir} pror=1,2,...,n (4.4.6)

Odezvu soustavy buzené harmonickou silou lze vyjadfit rovnici
q= z[c,e“‘rf sin(Q, +@,)v, +s,sin(ar +¢ )] (4.4.7)
V této rovnici je nutno urcit integra¢ni konstanty C; a ¢, z po¢ate¢nich podminek.

Ze stejnych diivodi jako u volného, tltumeného pohybu se i zde uvazuje proporcionalni
tlumeni.

4.4.2 BUDICI SILA JE OBECNOU FUNKCIi CASU

Velmi Casto se v praxi vyskytuje pfipad, kdy budici sila je obecnou funkci ¢asu.
Partikuldrni feSeni rov.(4.4.1) budeme piedpokladat ve tvaru

q,=3v.d,0 (4.4.8)

kde v, je vlastni vektor volného, netlumeného kmitani a d,(t) je prozatim neznama
funkce ¢asu. Dosazenim rov.(4.4.8) do rov.(4.4.1) obdrzime

My v,.d (1) + BY v.d (1) + K v.d.(0)=Q()

Vynésobenim této rovnice zleva v! a vyuzitim podminek ortogonality (tlumeni
uvazujeme proporcionalni) bude:

vVIMv d ()+v'Bv.d (t)+Vv'Kv,d (1) =v'Q(t) pror=12,.,n
Celou rovnici podélime hlavni hmotnosti m,, = vIMv, a ozna¢ime

T T T
v,Bv, _v.Mv,a+v.Kvf3

20 = = 4.4.9
" vIMy, v My, (44.9)
"Kv
Q2 = 2% 4.4.10
0r VZ-MVr ( )
Tak obdrzime n nezavislych rovnic:
T
i0+28d O+2d =YD =12, (4.4.11)

T
v. My,
Tato rovnice odpovida svym tvarem rov.(3.1.2), jejiz partikularni feSeni jsme provedli
Duhamelovym integralem. V ptipadé¢ rov.(4.4.11) bude

T t

d ()= er QM) “sinQ (¢ -T)dr

rmyr 0

Dosazenim za d,(t) do rov.(4.4.8) dostaneme
T
=y et D sinQ, (1 - 4.4.12
q, ZQ,,VfMV, J'Q(T)e sinQ (1 —1)dt (4.4.12)

kde znaci

Q =,Q2 -5
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Uvedené feseni je odvozeno pro obecny tvar proporcionalniho tlumeni. Plati 1 pro
ptipady, kdy a # 0 nebo 3 # 0, i pro ptipady netlumenych soustav, kdy a = 3 = 0. Tento
zpusob feSeni je obzvlasté vyhodny, je-li matice dynamické tuhosti singularni a nelze
provést jeji inverzi. Rov.(4.4.12) Ize pouzit pro libovolny prabéh budici sily, tedy 1 pro
harmonicky pribéh. V takovém ptipad¢ je vhodné dosadit do rov.(4.4.11) za

Q(?) = Qe afeseni je shodné s rov.(3.1.27), které bude mit tvar

d, =s,sin(ax-¢,)
a jejim dosazenim do rov.(4.4.8) bude

q, = Z V,S,, sin(a¥ —¢.) (4.4.13)
kde je
T
5, = ! v.Q (4.4.14)
V@, —w') +(28,w)° VMY,
20 w
= arct S A— 4415
0, g Qé, e ( )

Reseni kmitani soustav s vice stupni volnosti je bez vypoéetni techniky velmi pracné.
Pti pouziti moderni vypocetni techniky lze fesit i slozité mechanické soustavy s mnoha
stupni volnosti velmi rychle a pohodIné, ponévadz 1ze pouzit standardnich procedur pro
praci s maticemi, numerickou integraci, feSeni vlastniho problému symetrickych 1
nesymetrickych matic apod.
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