2. ANALYTICKA DYNAMIKA DISKRETNICH SOUSTAV

Velka ¢ast metod pocitatové mechaniky vyuziva varia¢nich metod, které

vychézeji z energie a prace mechanickych soustav, coz jsou veliCiny skalarni,

které se 1épe hodi pro vypocetni feSeni i obecny pohled na mechanické

problémy nez ptistupy vektorové. Predstavuji tak velmi G¢innou metodu ze

dvou zékladnich davodu:

- podstatn¢ zjednodusuji analytické sestaveni pohybovych rovnic pro slozité
mechanické soustavy, predev§im u slozenych pohybti, u kterych je

vyjadieni  zrychleni slozit¢jsi

- umoznuji pouzit aproximacnich numerickych metod pro feSeni diskrétnich i

spojitych mechanickych soustav.

2.1 Princip virtualnich praci u pohybu hmotného bodu

Ptredpokladejme bod hmotnosti m, ktery se pohybuje v silovém poli, kde na néj
pusobi sila X, se slozkami X;. Pii pouziti d"Alembertova principu lze psat

rovnovahu pusobicich a setrvaénych sil ve tvaru

mu,~X, =0 proi=1,2,3 2.1.1)
kde u; vyjadiuje premisténi bodu.

Ptedstavme si, Ze bod se pohybuje v
asovém intervalu (t;, t,) po draze u'i(t)
odli$né od skutecné drahy u;(t). Pak l1ze
definovat virtualni pfemisténi :

6111 = Ll*i - U (212)

Virtualni pfemisténi du; mize byt libovolné
pro t;< t £ t, a pouze predpokladame, ze na
Obr. 2.1 pocatku intervalu (t;) a na konci intervalu

10



prochézeji timtéz bodem. Proto musi platit:
Oui(ty) = du;(t)) =0 (2.1.3)

Z definice dané rov.(2.1.2) vidime, ze variacni operator O souvisi s operatorem
casové derivace:

Do) =L =) = = .14

Jestlize vynéasobime rov.(2.1.1) virtudlnim pfemisténim a provedeme soucet vSech

slozek obdrzime:
3
z(mum—X,.)&ti =0 (2.1.5)
i=1

coz dava znamy princip virtualnich praci

Virtudlni prace vnéjSich a setrvaénych sil je pfi virtudlnim piemisténi Ou;

nulova.

Princip virtudlnich praci 1ze rozsifit i na soustavu hmotnych bodt. Predpokladejme soustavu
N hmotnych bodd o hmotnostech my, jejichz pohyb lze vyjadiit rovnici:

mou, =X, =0 proi =123
k=12,....N

kde Xix jsou slozky znamych vnéjSich sil a neznamych reakci v kinematickych dvojicich.
Piedpokladame, ze kazdy bod k£ ma virtualni ptemisténi du; , pro které plati:

Ou, =u,, —u, proi=1,2,3

Ou, (t,)=0u,(t,) =0  k=1,2,.N
a které splituje kinematické vazby soustavy. Vazebné sily existuji vzdy ve dvojicich, které
jsou vzajemné v rovnovaze, takze po jejich souctu v celé soustavé daji nulovou hodnotu. V
tomto piipad¢ Ize princip virtualnich praci vyjadrit rovnici:

N 3

> (muy = X,)u, =0 (2.1.7)

k=1 i=1

(2.1.6)

2.2 Sily v kinematickych dvojicich

U soustavy volnych bodu je stav soustavy zcela popsan 3N slozkami pfemistini uj . Kdyz

vyjdeme z uspotfadani daného hodnotou xj, 1ze okamzitou polohu urcit z rovnice:

Eu () =xy +uy (x,0) (2.2.1)
U vétSiny mechanickych soustav je pohyb bodii omezen vazbami, které ovliviiuji pohyb a
urcuji zavislost pohybii viici sobé. Vazby rozdélujeme na:
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a) Holonomni vazby, které jsou definovany implicitnim vztahem
(&40 =0, (2.2.2)
Kazda holonomni vazba snizuje pocet stupiii volnosti o jeden. Nejsou-li tyto vazby
z4&vislé na Case, nazyvame je vazby skleronomni. Jsou-li funkci ¢asu , nazyvaji se
rheonomni.
b) Neholonomni vazby jsou takové, které nelze vyjadiit rovnici (2.2.2). Velmi Casto maji tvar
[0 =0 (2.23)

Takovéto rovnice nejsou obecné integrovatelné.

2.2.1 ZOBECNENE SOURADNICE

Existuje-li v soustavé o N bodech s holonomnich vazeb, bude pocet stupiii volnosti
soustavy redukovan na 3N-s. Soustava je uréena n = 3N - s parametry, nebo
zavedenymi zobecnénymi souradnicemi (q;, q2,......,.qnt), pomoci nichz Ize stanovit

polohu

Uy (0,0) =U (41595 5-4,50) (2.2.4)
Jsou-li v soustavé pouze holonomni vazby, budou zobecnéné soutadnice vzajemné
nezavislé a kazdou z nich Ize nezavisle meénit, aniz by to ovlivnilo velikost ostatnich
zobecnénych soufadnic. Virtualni pfemisténi duy, se da pii existenci pouze

holonomnich vazeb vyjadrit vztahem:

L JU,
ou, = £ g, (2.2.5)
s=1 dQs
Princip virtudlnich praci, dany rov.(2.1.7) bude mit pii pouziti rov.(2.2.5) tvar
iDN i(m uf-x, ) =0 (2.2.6)
L aya k™ ik ik dqs |:| s

Jestlize zavedeme pojem zobecnéna sila tak, aby bylo mozno jednoduse vyjadfit virtualni
praci pii virtudlni zmén¢ zobecnéné soufadnice vztahem

M= 0&. 2.2.7)
muzeme porovnanim rov.(2.2.6) a rov.(2.2.7) vyjadfit zobecnénou silu jako
N 3 dU
Qs = z inkd—lk . (228)
= q

2.3 Hamiltontv princip u konzervativnich soustav

Hamiltonuv princip je vlastné integralem principu virtualnich praci v casovém intervalu

<t1 ,t2> . Vyjadiujeme ho ve tvaru
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Lh—N 3 ]
j§ > (s = moe o, =0, 23.1)
7, LE=T 3=

kde duj, je virtudlni premisténi, splitujici vazebni a okrajové podminky. Pfedevs§im
predpokladejme, ze piisobici sily Xjx jsou funkcei potencialu V'=-E,, takze virtualni prace se da
vyjadiit jako

N 3 n

z Xikéuik = z Qs 5qs = _5Ep

k=1 i=1 s=1

Potom lze vyjadtit zobecnénou silu rovnici

OE
0, =-—"
© o dg,

Vyraz m,u,du, lze vyjadfit vztahem

(2.3.2)

mkuiﬂl?éuik = %(mkumikéuik )_ mkuiiléuiil = % (mkuiiléuik )_ 5(mkuiilu5 )
Pro kinetickou energii plati
N 3
B =0y (233)

k=1 i=1
takze rov.(2.3.1) Ize zapsat ve tvaru

oy 3 ﬂz 2
HZ S mugdu, 7+ 6J'(Ek -E,)dt . (2.3.4)

k=1 =1 H 7
Pouzitim okrajovych podminek, danych rov.(2.1.3), 1ze prvy ¢len rov.(2.3.4) vyloucit.
Rychlosti u, 1ze vyjadiit pomoci zobecnénych soutadnic a rychlosti:

o dUik - dUik o

R D (23.5)
Mozno tedy fici, ze jak potencialni, tak kineticka energie je funkci zobecnénych soufadnic:
E, =Ek(CI>qD>t) E, =EP(%C]DJ) (2.3.6)
Pouzitim rov.(2.1.3) a rov.(2.2.5) lze ur€it okrajové podminky:
oq,(t) = &, (t) =0 (2.3.7)

Na zakladé téchto vztah lze vyjadtit Hamiltoniiv princip:

)
Skutecna trajektorie mechanické soustavy je takova, Ze integral J'(E « —E,)dt je stacionarni §
4
ohledem na virtualni posunuti libovolné mezi Casy ¢, a #, a rovny nule pro okrajové podminky
t a t, feseného intervalu.

Tato véta, vyjadiena matematicky ma tvar:
153

5J’(Ek —E,)dt =0

, (2.3.8)
Oq,(t,)=0g,(,)=0

coz vlastné tik4, Ze zména mechanické energie v ¢asovém intervalu <f1 , t2> je nulova.
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2.3.1 LAGRANGEOVY ROVNICE 2. DRUHU

uzitim rov.(2..6) Ize psat:

" [(JE OE, _ [
O, = O *6q, +—0g0
© &0, % gq; 'O

a dosazenim do rov.(2.3.8) obdrzime obecn¢jsi vztah:

Lo e, 0. 0, O
Tk =0
J Z %&zs O dq, % gh

Druhy vyraz lze integrovat po ¢astech:

) dE E, 5q dt =
fl dq [ﬁ 0o dt dq

KdyZ budeme aplikovat okrajové podminky obdrzime pro Hamiltontiv princip upravenou

" D []
d E);% +0.[0g.dt =0 (2.3.9)
tl s= 1 E dt (?qv dQs l E l

Variace 0gs muze byt libovolna v celém intervalu, takze obdrzime pohybovou rovnici ve tvaru

rovnici

odvozeném Lagrangem

d WE O JE,
- —& = ro s =1,2,....,n 2.3.10
dt quDD dq =9 P ( )

N

Obdrzeli jsme tak zvanou Lagrangeovu rovnici 2. druhu.

2.4 Klasifikace zobecnénych sil

wewvr

Sily je mozno délit na vnitini a vnéjs$i sily. V obou piipadech mohou byt tyto sily

konzervativni, jestlize jejich virtualni prace je regenerovatelna.

2.4.1 VNITRNI SLY

Vazebné sily
Vazebné sily vznikaji pfi tuhém spojeni mezi dvéma body a to tak, ze soustava sil je v

rovnovaze

X+ Xi2=10
Virtudlni prace je dana
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3 3
A = Z(Xild/lil +Xi2 dli2) = Z[Xil(dtil - 5liz)] =0
i=1 i=1

Odtud je vidét, ze vazebné sily neni nutno zahrnovat do zobecnénych sil, ptisobicich na
mechanickou soustavu. To je jedna z dilezitych vyhod pouziti Lagrangeovych rovnic.

2.4.1.1 Pruzné sily

Pruzné téleso Ize definovat tak, Ze pfivedena prace se akumuluje do vyuzitelné formy. To

vede na variaci vnitini energie:

kde 4 je virtudlni prace vnitinich sil. Vnitini energii 1ze vyjadtit jako funkci zobecnénych
posunuti

Eint = Eint q’t)
addle M =3%0¢, =-&,
s=1

a 0, =- d;;m 2.4.1)

2.4.1.2 Disipativni sily

Disipativni sily mohou byt charakterizovany tak, ze jsou rovnobézné s vektorem rychlosti,
jsou opac¢ného smyslu a imérné jejimu modulu. Disipativni sila, pisobici na hmotny bod
muze byt definovéna vyrazem
- v
—_ k
X, ==C fi(vp))—
Vi

nebo jako funkce slozek
V.
Xy ==Cf, (Vk)vl_k (2.4.2)
k

kde Cx  je konstanta
fi(vi) je funkce, vyjadiujici zavislost na rychlosti

vk je absolutni rychlost bodu &

15



3 3
== 2 _ 2
Vi _|Vk|_ Zvik = Zuik
= o

Virtudlni prace disipativnich sil je

n

n 3 N
z Qsaqs z z Xlk 5“ z z Xlk
s=1 =l

i=1 k=l i=l s s

a dosazenim za Xy

>N v, Ou.
_z z C,f, (v,) =k (2.4.3)
= = Vi dq

s

Pfi tom plati

duy _Ouy & Ouy o
L= = +
vlk dt dt Zl dqr 5QV

r=

a Py du”‘ (2.4.4)
d dq,
takze lze psat
v, dv al o & ,0O
ZZC St 0 =2 Culi) gzuig
=T = qs = (2.4.5)
. o, 4.
==Y G i) S h
; IPAANG" a sD
Zaved’'me disipativni funkci
D= ZIC fi(wadv (2.4.6)
k=17
takZe obdrzime
oD
0, = -@ : (2.4.7)

Disipovany vykon lze vyjadfit rovnici

ZQ q, = -qu é, 5

Jestlize ptedpokladame, Ze dlSlpathl’ll funkce D je homogenni, fadu / zobecnéné rychlosti,
obdrzime z rov.(2.3.2)

%(EK +E,)=~hD (2.4.8)

h je tad disipativni funkce, takze tad disipativni sily Qs je (% - 1) a vyjadiuje rizné fyzikalni
ptipady:

suché tfeni
viskézni (linedrni) tltumeni
aerodynamické tlumeni

S S
Il
W N~

16



2.4.2 VNEJSI SILY

2.4.2.1 Konzervativni sily

Jsou-li sily konzervativni je jejich virtudlni prace na uzaviené draze nulova:
84 =§0.8, =0

jinymi slovy:

Velikost vykonané prace nezavisi na draze, ale pouze na pocatecni a kone¢né
poloze.

V tomto piipadé¢ plati:
O, =-

9, (2.4.9)
aq,

2.4.2.2 Nekonzervativni sily

Jsou-li vnéjsi sily nekonzervativni, ziskdme odpovidajici zobecnéné sily pouzitim rovnice pro
virtualni praci:

n

3 N du,’k
B=308 =35 N.E, =3y YN, G

i=1 k=1 i=l k=l s=1

odkud vychazi

. : (2.4.10)

i=1 k=l s
Jestlize na soustavu plisobi nekonzervativni sily 1ze vykon vyjadiit v obecnéjSim tvaru:

%(EK +E,)=-hD +iquE (2.4.11)
s=1

V obecném piipadé nekonzervativni soustavy s rheonomnimi vazbami budou Lagrangeovy
rovnice 2. druhu mit tvar:

d [VE, oE,
dtquS%dqq 5 aD +0.(t)=0 (2.4.12)

N
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