3. VYNUCENE KMITANI LINEARNICH SOUSTAV S 1 STUPNEM VOLNOSTI

V této kapitole si probereme vynucené kmitani linearnich mechanickych soustav s 1
stupném volnosti, které je dilezité pro pochopeni feseni a chovani diskrétnich soustav a
soustav se spojité¢ rozlozenymi parametry. Buzeni mechanickych soustav je mozno
rozdé¢lit na dva zékladni druhy:

1. Silové buzeni

2. Kinematické buzeni

Oba druhy si v néasledujicich kapitolach probereme.

Dynamicky model, ktery budeme analyzovat je znazornén na obr. 3.1. Polohu télesa g o
hmotnosti m ur€ujeme vzhledem ke stabilni rovnovazné poloze

3.1 Silové buzeni
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Obr. 3.1
soustavy. V tomtéz smyslu uvazujeme rychlost a zrychleni t¢lesa. Pasobici silu, zdvislou na
Case silu oznaCujeme Q(?), tuhost pruziny k a sou€initel linearniho t/umeni pismenem b.
Pohybova rovnice bude mit tvar

T

mg +bq + kg = Q(t) (3.1.1)
Pii zavedeni soudinitele doznivani d = 2i
m

Viastni uhlové frekvence netlumenych kmitii Q, = \/E 1ze rov,(3.1.1) ptepsat na tvar
m

i+28+02g =20 (3.1.2)
m
Dalsi feSeni zavisi na budici sile Q(t).

3.1.1 BUDICI SiLA JE HARMONICKOU FUNKCIi CASU

U celé tady technickych aplikaci 1ze uvazovat bud’ pfesné nebo piiblizné, Ze budici sila je
harmonickou funkci ¢asu a lze ji vyjadrit v komplexnim tvaru

O(1) = 0,6 =0, &' = Q,e" @ (3.1.3)
S vyuzitim vlastnosti komplexnich ¢isel a jejich derivaci 1ze rov.(3.1.1) vyjadiit ve tvaru
b+ icom + i i =0
] 1

Vyraz v zdvorce oznacujeme jako komplexni mechanickou impedanci, kterou lze definovat
jako pomér komplexni sily ku komplexni rychlosti:

Z:%:bﬂﬂnw—ﬁﬂ (3.1.4)
q 0 w ]
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Dosadime-li do rov.(3.1.4) za k = mQ_ obdrzime pro mechanickou impedanci vyraz

Z:b+im90%§—&ﬁ (3.1.5)
0 w

Komplexni mechanickou impedanci lze také vyjadrit jako
7 = Ze"
kde Z je modul komplexni mechanické impedance, ktery lze vyjadfit po upravé tvarem

Z=£\/E—w—z§+%hﬁé (3.1.6)
w\f @ Q,

a ¢z je fazovy tihel mechanické impedance, vyjadieny jako

oniﬂﬁ—QOE
0 w

¢, =arcig ) (3.1.7)
Skutec¢nou rychlost 1ze vyjadrit jako imaginarni ¢ast komplexni rychlosti z rov.(3.1.4), tedy
§ = Im{g} =%sin(ax+¢F ~6,) (3.1.8)

Komplexni vychylku obdrzime integraci komplexni rychlosti, coz u komplexniho c¢isla
znamena délit komplexni rychlost operatorem iw .Tak obdrzime partikuldrni feSeni
rov.(3.1.1):

§,= L= 2 =20 oxplifwr+9, -9, ) = A(w) (3.1.9)
iw/

kde H (i w) je tak zvana komplexni prenosova funkce mechanické soustavy. SkuteCna
vychylka je ddna imaginarni ¢asti komplexniho feSeni
Y PO IR O _0, . 0O T
q,= Im{qp} = —Ecos(a)t +¢, —¢Z)—Esmg.t +¢, —%bz -—

2

V dal$im budeme znalit thel ¢,—-71/2=¢ . Tento Uhel se také nazyva fdzové zpozdeni.
Dosazenim za Z z rov.(3.1.6) bude po upraveé vychylka vyjadiena rovnici

q, =s,sin(ar+¢, —9) (3.1.10)
kde sy je amplituda vynucenych kmiti:
Sy = on (3.1.11)
K(-n*) + o0y
: L o ) v o b
kde jsme zavedli soucinitel naladéni 7 = — a pomérny utlum b, = — = .
Q, Q, 2mQ,

Ponévadz vyraz % =gq,, je statickd deformace pruziny,zatizené amplitudou budici sily, lze
definovat tak zvany soucinitel zesileni nebo také soucinitel frekvencniho prenosu A:
So _ 1

a0 n Y e Geny

Pribéh soucinitele zesileni v zavislosti na souciniteli naladéni pro rdzné hodnoty
pomé&rného Utlumu ukazuje obr. 3.2. Jak je z tohoto obrazku patrno roste pii w= Qq (nN=1)
amplituda vychylky netlumené soustavy teoreticky nade v§echny meze.U tlumené soustavy

(3.1.12)
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o . o , e o, d s
obdrzime soucinitel naladéni jako extrém soucinitele zesileni. Provedeme o O E=0
n M.

odkud dostaneme polohu maxima soucinitele naladéni pii 1, =+/1-2b; <1.Dosazenim
této hodnoty do rov. (3.1.12) obdrzime maximalni hodnotu soucinitele zesileni:

A= L (3.1.13)

2p 1-82
|

Pro velmi mala tlumeni, kdy je b,<<1 lze brat A, = 5 To znamena, ze vychylky pii

tlumeném vynuceném pohybu nerostou nade vSechny meze.
Dalsi dtlezitou hodnotou je fazovy thel vychylky, o némz jsme fekli, Ze ho budeme znacit ¢.

Lze psat
m 1
(g9 =g, 1= -
07 20 fz9,
Dosazenim do této rovnice z rov.(3.1.7) obdrzime po uprave:
2b
¢ = arctg1 ’I72 (3.1.14)
Obr, 3.2

Amplitudova charakteristika harmonicky buzené soustavy

Tim jsme si ukazali feSeni partikularni ¢asti pohybové rovnice. Pouziva se pii ustaleném stavu
kmitani soustavy, kdy se homogenni ¢ast feSeni prakticky utlumi. Jestlize vSak je nutno fesit i
piechodovy stav kmitani, je nutno uvazovat jak homogenni tak partikularni feSeni:

g=Ce ¥sin(Qt+¢,)+s,sin(wx+¢, —¢,) (3.1.14)
kde je Q uhlova frekvence tlumenych kmiti nebuzené soustavy, tedy dle [u4ebnice]

Q=,Q: -5 (3.1.15)

20



Pribéh fazového uhlu vychylky v zavislosti na Ciniteli naladéni n pro rizné pomérné utlumy
jsou tak zvané fazove charakteristiky a jsou znazornény na obr. 3.3. Vidime jak z rov.(3.1.14)
tak z obr. 3.3, Ze pii rezonanci (N = 1), je thel ¢ =7m/2. To znamena, Ze pii rezonanci se
vychylka opozd’uje via¢i budici sile 0 90° jak u tlumeného tak netlumeného kmitani.

Obr. 3.3
Fazova charakteristika

3.1.2 BUZENI NEVYVAZENOU ROTUJICi HMOTOU

Velmi Casto jsou vibrace zpuisobeny nevyvazenou rotujici hmotou. Takovy ptfipad nastava pti
rotaci nevyvazeného rotoru o hmotnosti m; se vzdalenosti e od osy ota€eni (obr. 3.4). Celé
zafizeni o hmotnosti m je odpruzeno ve svislém sméru soustavou pruzin s vyslednou

konstantou £ a tlumeno linearnim tlumenim se soucinitelem b. Svisla slozka odstiedivé sily je

F =mew’ sinwx
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Obr. 3.4

takze pohybova rovnice bude
G+20+Qiqg=—Lew’ sinw
m
Porovnanim s rov.(3.1.2) vidime, Ze jsou shodné s tim, Ze sila je
O(t) = mew’ sin ax
coz znamena, ze jde o harmonické buzeni s amplitudou
0, = mew’
Proto 1 feSeni tohoto pohybu je shodné s feSenim kmitavého pohybu buzené¢ho harmonickou

silou. Pouze do vysledkti musime dosadit novou hodnotu Qy. Amplituda ustalenych
vynucenych kmiti tedy bude

2
m,el

Sy =
m(l-n2) +@b,n)°
Rovnéz pro tento ptipad 1ze zavést soucinitel frekvencniho prenosu, ktery bude da vztahem
2

A== d
e J-n7 @y
m

Amplitudové charakteristiky, odpovidajici rov.(3.1.17) jsou na obr. 3.5. Fazova
charakteristika zlistava stejna jak bylo dano rov.(3.1.14) a obr. 3.3.

(3.1.16)

So

(3.1.17)
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Obr. 3.5
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/M KB/

D =B/2/M

v

OMO = V(K/M)

v

OM = V(OM0"2-D"?2)

v

A = (VO+D*V0)/OM

DT =TV/N

=1+1

Tab.3.1 Numerické feSeni Duhamelova
integralu

S=S+F(I)*EXP(-D*T1)*SIN(OM*T1)

T=1*DT

>¢

T1=TV-T

|

S1=S1+F(I)*EXP(-D*T1)*SIN(OM*T1)
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e D>

T1=TV-DT

'

F1=F(1)*EXP(-D*T1)*SIN}OM*T1)

v

P=(F1+4*S+2*S1)*DT/3

OMT=0OM*TV

'

Q-((X0*COS(OMT)+A*SIN(OMT)*
EXP( D*TV)+P/(OM*M)




3.1.3 ODEZVA SOUSTAVY NA BUDICI SILU OBCNE CASOVE ZAVISLOU

Casto se setkavame s piipady, kdy budici sila je obecnou funkci Gasu. V takovém piipadé
nelze pouzit vztahy z pfedchozi kapitoly a nutno postupovat jinym zplisobem. Partikularni
feSeni rov.(3.1.1) se fesi jako odezvu na fadu jednotkovych impulsii [ucebnice], ¢imz
obdrzime pro partikularni feSeni odezvu

q,= L _[Q(t)e“‘“‘” sin Q(¢ - T)dT (3.1.18)
mQ 4

Tento integral se nazyva Duhameliiv integral nebo také konvolucni integral, ponévadz spliuje
podminky konvoluce. Re$eni tohoto integralu 1ze provést pouze pro nékteré jednoduché
funkce Q(t), napft. jeli Q(t) konstantni, nebo linearni funkci Casu.

Pouziti Duhamelova integralu ma vSak tu vyhodu, ze je mozno jej vyfesit numericky a to i

v ptipad¢, ze pribeh sily je zadan graficky nebo tabelarné. V tab.3.1 je ukézan algoritmus
feSeni pro PC, je-li budici sila zaddna tabelarné. Pro numerickou integraci je pouzita
jednoduché Simpsonova metoda.

Tab.3.1 Algoritmus numerického feSeni Duhamelova integralu

3.1.4 ODEZVA SOUSTAVY NA PERIODICKOU BUDICI SiLU

V mnoha ptipadech byva budici sila periodickou funkeci ¢asu. To znamena, ze jeji hodnota se
po urcité period¢ Tr opakuje:

F)=F(@t+T,)=F(@+nT,) proa=1,2,....
Vtakovém ptipad¢ I1ze tuto silu rozvinout do Fourierovy fady:

00

F(t) = Z (F,, cos iax + F,, sinicx) (3.1.19)

i=0
1 =271
kde je w AF

Urceni koeficientd Fourierovy fady je zndmé z matematiky:
T,

1 F
F, =— [F(t)dt
0 =7 {
2
F, = —IF(t) cos(iwx)dt (3.1.20)
TF 0

T,

2 F
F, =— [F(f)sin(iox)dt
|

Rov.(3.1.2) bude mit po dosazeni rov.(3.4.1) a rov.(3.4.2) tvar:

1 & .
§+20+Qq=—Y (F, cos(iax) + F,, sin(iax)) (3.1.21)
i=0
V praktickych aplikacich nebereme nekonecny pocet ¢lentt Fourierovy fady, ale omezime se
pouze na n €lend. Pravou stranu rov.(3.1.21) Ize upravit zavedenim
F,=Fssing, F, =Fcos¢, proi=1,2, ...

Kde je
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F.
F =\F!+F} ¢ =arctgF—1’ proi=1,2, ... (3.1.22)

2i
Tim ptejde rov.(3.1.21) na tvar

F "
§+280+Qlq =0+ LY Fsiniar +9,,) (3.1.23)
m. m

U linedrnich soustav plati zakon superpozice a proto mtizeme feseni rov.(3.1.23) provést pro
kazdy ¢len pravé strany oddé€lené a pak je secist.
Obecné feseni mizeme psat jako soucet feSeni homogenni rovnice a partikularnich feSeni.

q9=9¢, %4 +Zq,,i (3.1.24)
Ptitom je
Fy _ By
— T 7 3.1.25
“ ko omQ? ( )
q, = Ce™®sin(Q+¢,) (3.1.26)
q, =Sy sin(iax +¢, —¢,) (3.1.27)
kde je
F,
S = = (3.1.28)
K-} +(,iny
2bin
= arctg ——— 3.1.29
¢, & in)? (3.1.29)
V ptedchozich rovnicich jsme oznacili
)
QO

Z rov.(3.1.28) plyne, Ze jednotlivé harmonické slozky jsou mechanickou soustavou rizné
zesilovany podle velikosti F; a jejiho fadu i. Déle je vidét, Ze pro kazdou harmonickou slozku
dochazi k rezonanci pii jiné budici frekvenci. Jednotlivé harmonické slozky budou

v rezonanci, bude-li splnéna podminka in=1, resp. iw= Q. V technickych aplikacich mivaji
vyssi slozky Fj klesajici hodnoty a proto 1ze zpravidla vyssi slozky kmitani zanedbat.

Casto byva prabéh periodicky proménné budici sily znam jen z experimentélniho méfeni jako
fada diskrétnich hodnot, ziskanych po konstantnich ¢asovych intervalech, nebo jako grafické
znazornéni. Koeficienty Fourierovy fady lze ziskat numericky z naméfenych hodnot.
Ptedpokladejme, Ze méfena sila ma periodu 7 a Ze jsou zjistény jeji hodnoty v N + 1 bodech,

to znamend, ze jednotlivd méfeni jsou od sebe vzdalena o Ar = Ty Cas od pocatku je dan

N
hodnotou t; = jAt. Hodnota ax; =— j—— =—— . Méfenou funkci v jednotlivych intervalech
" T.” N N

oznacime Y (¢,) =Y,. Koeficienty Fourierovy fady jsou ur€eny vztahy
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S

Y, cos HH proi=1,2,....,1
7 0 O

_ 2
2i N i
N z Y, sinsziH
/=0 ON O
Reseni odezvy mechanické soustavy na periodickou budici silu, zadanou diskrétnimi
hodnotami, je dosti pracné. Pti pouziti pocitace vSak toto feseni necini potize. Algoritmus
numerického feSeni je v tab.3.2.

J

3.1.5 Kinematické buzeni

Doposud jsme hledali odezvu mechanické soustavy na ¢asové promeénnou budici silu,
pusobici na hmotu soustavy. Nyni probereme piipad, v technické praxi dosti Casty, kdy
kmitdni soustavy je vybuzeno pohybem zavésu pruziny, to znamend pohybem ramu. Model
tohoto ptipadu je shodny s obr. 3.1, pouze levy konec pruziny a tlumice se pohybuje
z pocatecni polohy s vychylkou ¢, a rychlosti ¢, .
Pohybova rovnice télesa hmotnosti m je
, ~bli =4, 0] -la-q,0] = mi
Upravou této rovnice dostaneme
mg +bq +kq =bq, (1) +kq, (1) = f(2) (3.2.1)

Je patrno, ze jde o kmitavy pohyb, vynuceny funkci f(¢). Diferencidlni rov.(3.2.1) je tvarem
shodna s rov.(3.1.1). Dalsi postup zavisi na tom,jaky pohyb vykonava ram soustavy. Za
predpokladu, Ze rdm soustavy se pohybuje harmonicky s vychylkou danou ¢, = Asinaxr bude
budici funkce dana rovnici

f(t) = bhwcosax + khsinwx

Dosazenim tohoto vztahu do rov.(3.2.1) a zavedenim Q, = * ad= b piejde rov.(3.2.1)
m

2m
na tvar
G+20¢+ Qg =20hwcos w + QL hsin o (3.2.2)
Tato rovnice se da jesté upravit zavedenim
20hw= p,sin ¢,
Q2 = p, cosd,
kde plati vzajemné vztahy

Py = Quy|1+(2b,17)°

¢. =arcig(2b7)
Tak ptejde rov.(3.2.2) na tvar

G+20¢+Qq = p,sin(ax +4¢,) (3.2.3)

Jak patrno odpovida prava strana rov.(3.2.3) imaginarni ¢asti budici funkce, dané rov.(3.1.3).
Proto bude i partikularni feSeni stejné, tedy

27



q, =S sin(wr +¢, —¢)

kde so ur¢ime z rov.(3.1.11) kam dosadime misto Qy/m vyraz pro p,. Po upravé bude

hy1+(2b,1n) (3.2.4)

Sy =
JA=n*)? +(@2b,n)°

Definujeme-li soucinitel dynamického pfenosu jako A =s, /A4 bude jeho hodnota

1+(2b.n)*
A= — (25,1) (3.2.5)

h J(+-n*)* =(2bn)°

Zavislost dynamického soucinitele pfenosu je na obr. 3.6. Z diagramu je patrno,

ze do hodnoty V2 je odezva tlumené soustavy mensi nez soustavy netlumené. Nad touto
hodnotou je odezva tlumené soustavy vétsi nez soustavy netlumené. Faze je dana vztahem

2b.17°
1-n* +(2bn)’
Prubéh fazové charakteristiky je na obr.3.7.

¢ =arcig (3.2.6)

Obr. 3.6
Amplitudova charakteristika kinematicky buzené soustavy
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frx. 8/ Q

2%S/A  FI(I)

SQRT(K/M) - OMO l2#s1/a - F2(1)]

D/OMO - BR

Q T+1 1[4

| 2*PI/TF — OMF |

v

OMF/OMO - ETA

>

FO+Y(J) - FO

| 2*BR*I*ETA — c1|

v

F(D)/(K*V((1-C**2)**2+C1%%2)) - S(I)

y

arctg(C1/(1-C**2)) - FI(I)

2#PIFI*(J-1)/A - G

v

S+Y(J)*cos(G) — S

v

S1+Y(J)*sin(G) — S1
é | X+S(1)*sin(I*OMF*T-FI(I)) - X |
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Tab. 3.2 Vyvojovy diagram odezvy na periodickou budici silu

0
b= 0.1
150} —_ ]
0.2
100¢ 0.4
50}
0 n
0 0.5 1.0 15 2.0 25
n
Obr. 3.7

Fazové charakteristiky kinematicky buzené soustavy
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