8. LADENI MECHANICKYCH SOUSTAV

Ladénim mechanickych soustav je nazyvan postup, jimz ménime jejich hmotnost a tuhost tak,

aby se doséhlo pozadovanych hodnot vlastnich frekvenci a jim odpovidajicich vlastnich
vektort.

Pro jednoduchost budeme uvazovat volnou netlumenou mechanickou soustavu, ktera je
popsana hmotnostnimi, tuhostnimi a geometrickymi parametry. Tyto prvky tvofti vektor

ladicich parametrii:

T

P=|P Py Dy,

Vlastni &isla A, =€2” a vlastni vektory, normované pies matici hmotnosti vyjadiime vektorem

ladénych parametrii (vektorem naladeni):

=[50 v Vv ] (8.1.1)

Zpravidla nepozadujeme ménit pii ladéni vSechny prvky vektoru naladéni, ale pouze nckteré
znich. V takovém piipad¢ definujeme vekror vybéru: j=|j;| rozméru k<s . Vektor vyb&ru
urcuje ty prvky vektoru I, kterym predepisujeme urCité hodnoty. Tim vznikne redukovany
vektor naladeni 1, :[lrl,lﬂ,...,lrk ]T. Casto se pozaduje u feSené soustavy pouze dodrZeni
hodnot vlastnich frekvenci. V takovém ptipadé mluvime o spektralnim ladeéni. Jestlize
chceme dodrzet wurcité hodnoty vlastnich vektrora pak se takovy proces nazyva modalni
ladenil. Vektor pozadovanych hodnot ladénych veli¢in oznaéme 1°, ktery je rozméru k.
Dosazeni tohoto vektoru provedeme zménami pouze vybranych prvkll vektoru ladicich
parametri. Vznikne tak redukovany vektor ladicich parametrii p,, jehoz pocet prvka bude s.
V dalsim budeme vétSinou blizsi oznaceni ,,redukovany* vynechéavat a to jak u vektori
ladicich parametrt tak u vektoru naladéni a tedy budeme vynechavat i index ». PoZzadované

ladéné veli¢iny zéavisi na ladénych parametrech, takze lze psat 1 =1(p). Ladéni parametra Ize
matematicky formulovat jako nalezeni vektoru p* pro ktery plati:

I(p")=I (8.1.2)
Ladici parametry, nezahrnuté do redukovaného vektoru ladicich parametrii p, se pii ladéni
nemeéni. Ladéné veliCiny, které maji zlistat zachovany je naproti tomu nutno zahrnout do
redukovaného vektoru naladéni 1,.. Na hodnotach ladénych veli¢in nezahrnutych do vektoru

naladéni ndm nezéalezi.
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8.1 Metoda postupnych linearnich aproximaci
Jestlize vektor ladénych veli¢in I(p) je v okoli vychoziho bodu py definovatelny, 1ze kazdou

funkeci /;(p) rozvinout v okoli bodu py do Taylorovy tady:

l(p)—l(po)—I-Z a;Po) (0))_|_ ZZ@ l(po) szO))(ptz pz'(ZO))+

! o (8.1.3)

Sp )

N I(py) (0) ) )
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V dal$im budeme brat pouze prvé dva Cleny fady, to znamend, ze budeme uvazovat linearni

nahradu funkce /;(p). Zaved'me vektor gradientu funkce /;(po):

T
grad I,(p,) = | Z®)  O®y) (8.1.4)
aZ’l apsp
Rov.(8.1.3) 1ze psat ve tvaru
L(p) = L(py)+ grad L, (p,)(P—p,) proi=12,..k (8.1.5)

Dale zavedeme Jacobiho matici zobrazeni

rad’ |
& :1(po) _ M

L(p,) = op
J

proi=12,...,k j=1.2,...;s

gmdrlk (Po)

pak lze rov.(8.1.5) ptepsat pro vSechna i = /,2,...,k na tvar
1(p) = 1(p,) + L(p, —P,) (8.1.6)

Matice ladéni je obecné obdélnikova matice rozméru (k,s). Jeji prvek vi fadku a j sloupci
vyjadiuje miru zmény i ladéné veli¢iny na j zméné ladiciho parametru. Proto ji také 1ze nazvat
matice citlivosti. V piipadé, Ze matice ladéni je regularni a pro jeji hodnost plati

hL(p,) = min(k,s)
existuje pro ptipad k > s leva inverzni matice

L"(p,) =L (p,)L""(p,)L' (p,)
apro k <s prava inverzni matice.

Pomoci téchto matic 1ze z rov.(8.1.6) urcit vektor p:
P=p, +L"(p)l(p)—1(p,) (8.1.7)

L" oznacuje bud’ pravou nebo levou inverzni matici.

100



Poznamka:
Matice A” = A" (AA")™" se nazyva zprava inverzni reguldrni matice A typu (r,s,)
pro r < 5. Matice (AA") je fadu r a existuje pro ni inverzni matice. Matice A" je typu
(r,sp) a plati pro ni AA" = E. Jestlize k nedouréené soustavé rovnic Ax=hb
s regularni matici A piSeme x = A”b pak tento vektor je feSenim soustavy. Ponévadz
v ptipad& r >s, ma rovnice nekone¢né mnoho FeSeni, vybird se vektorem A’b pouze
jedno z nich.. Toto feSeni ma ze vSech ostatnich feSeni minimalni euklidovskou normu

HAPbH = min x|

Kde oznacujeme |||| euklidovskou normu.

Jestlize nyni chceme fesit rov.(8.1.2), dostaneme s ohledem na rov.(8.1.6) a (8.1.7) vztah

p=p,+L(p)l"—1(p,) (8.1.8)
Tento vztah je zatizen chybou, ponévadz
1. linearni ndhrada rov.(8.1.6) je u nelinedrnich ptipadi ptiblizna
2. pro ptipad r > s je feSeni dané rov.(8.1.7) pouze nejlepSim piiblizenim.
Abychom zmensSili chybu tohoto feSeni bereme rov.(8.1.8) jako iteracni. Pii tom pouZzijeme

obdobny vztah

p.,=p,+L (p)I'=I(p,) prol/=12,..... (8.1.9)
Z pocateéni hodnoty po ur¢ime prvni ¢len posloupnosti p; a postupné dalsi ¢leny. Pokud
posloupnost p; konverguje oznacime limitu p* za feSeni rov.(8.1.2). Zékladnim pozadavkem

pro feseni rov.(8.1.2) je dosazeni co nejlepsich pozadovanych hodnot ladénych velicin. Ladici

proces rov.(8.1.9) ukoncujeme, kdyz je splnéna rovnice

2

< (8.1.10)

k

> e

J=1

1 L®)

I;

g, Je zvolené, malé, kladné ¢islo, urcujici dovolenou chybu hodnot ladénych veli¢in.

gi jsou kladné vahové koeficienty, umoziujici upiednostnit nékterou soutradnici ladénych
veli¢in. Rov.(8.1.10) pracuje s relativnimi chybami. Ctverce hodnot jsou zavadény proto, Ze
nam nezalezi na tom, zda jsou odchylky kladné nebo zaporné. Pti pfesném feseni by méla byt
leva strana rov.(8.1.10) nulova, v ostatnich ptipadech je kladna.

V nékterych ptipadech neexistuje piesné feSeni rov.(8.1.2). Pro velmi mald € nemusi byt
splnéna nerovnice (8.1.10) nikdy a pfesto postup podle rov.(8.1.9) miize konvergovat. Proto

se zavadi druhé kriterium zastaveni vypoctu
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2

<e, (8.1.11)

N

. (I+1)

_Pi

0
P

1

j=1
kde je opét zvolena malé relativni chyba €, ladicich parametrii. Pokud by jiz nedochazelo ke
zmén¢ ladicich parametri, byla by leva strana rov.(8.1.11) nulova.
Pokud by proces dany rov.(8.1.9) konvergoval, je nutno zastavit vypoclet po pevné

stanoveném poctu probéhlych iteraci.

8.1.1 DYNAMICKA CITLIVOST A URCENI PRVKU MATICE LADENI

Dynamicka citlivost linedrnich mechanickych soustav je definovana jako zména vlastnich
¢isel nebo vlastnich vektort na jednotkovou zménu konstrukénich tedy ladicich parametri.
Dynamickou citlivost pouzivame pro volbu prvkt matice ladéni, ale 1 k opravé parametra
matematického modelu pii identifikaci matematického modelu na zakladé experimentalné

zjisténych vlastnich hodnot a pii parametrické optimalizaci

8.1.1.1 Dynamicka citlivost konzervativnich soustav

Pro odvozeni dynamické citlivosti a tedy i prvkd matice ladéni, dané rov.(8.1.5) je nutno

oN  Ov,

odvodit parcidlni derivace . a —= 5 . Zde znadi \, =2’ a vy je k prvek i vlastniho vektoru.
(3 D;

pjJjej ladici prvek. Jak bylo diive odvozeno plati pro volnou netlumenou soustavu rovnice
(K=AM)v, =0 (8.1.12)
kterou lze ptfepsat na tvar

Kv, =AMy, (8.1.13)
Kdyz vynasobime tuto rovnici zleva vektorem v! a je-li provedena normalizace vektoru pres
matici hmotnosti v/ Mv, =1 bude ptedchozi rovnice mit jednoduchy tvar:

v/ Kv, =)\ (8.1.14)

Derivaci rov.(8.1.13) podle p; dostaneme:

aK 1+K0_V:a>\1M +)\0_M +)\M8_V
8p dp;, Op, op,; Op;

J J J

Vynésobenim této rovnice zleva vektorem v! a vyuzitim uvedené normalizace lze ziskat:

o\

8pj

VK- aM % (8.1.15)

r| 0K
__)y_
Op;

"Op, ' Op
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Transpozici rov.(8.1.12) bychom dostali
VK- AM=0"

Aplikaci této rovnice na rov.(8.1.15) dostaneme

oN _ or

Vi
op,

J

a—K—)\ia—M v, proi=12,...n a j=1.2,..s, (8.1.16)
Op; op

j
Rov.(8.1.16) vyjadtuje citlivost viastniho cisla A; na zménu ladiciho prvku p;. Pro dalsi feSeni

\7

vyjadiime jako linearni kombinaci vlastnich vektort:

J

v, ~ )
=> al'v, (8.1.17)
p, ; ‘

Dosazenim rov.(8.1.17) do rov.(8.1.15) obdrzime po Upravé rovnici, ktera plati pro

mimodiagondlni prvky:

| 0K oM

M)\ —
op; op

J J

Vit al v (K=AM)v, =0 (8.1.18)

=1

1

S ohledem na rov.(8.1.14) a normalizované vlastni vektory Ize psat:
vIMv, =6, Vv Kv,=\6, (8.1.19)
kde &; je Kroneckertiv soucinitel, pro ktery plati
o,=1 pro i=I
0,=0 pro i=I
S pouzitim rov.(8.1.19) Ize pfepsat rov.( 8.1.18) na tvar:

IK N A =0
Op; op

T
i

J

odkud lze vyjadiit

T T[aK—A oM v, (8.1.20)

ay \ V; "
kT )\7 apj 8pj

Pokud jsou vlastni ¢isla A stejna fikame jim ndsobna viastni cisla a pii feSeni se postupuje
nasledovné:

Zderivujeme rovnici pro normalizaci vlastnich vektori podle p;:

Kazdy scitanec tohoto vyrazu je skalar. Prvy sCitanec vznikne transpozici posledniho, takze

1ze psat:
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2viTM%:—v.Ta—MV

Op; Op;
Dosadime-li do této rovnice vyraz odpovidajici rov.(8.1.17), ziskame po upravé

1 ,0OM
a; =—7V,. —V,
2 Op.

J

(8.1.21)

Kdyz dosadime koeficienty dané rov.(8.1.20) a (8.1.21) do rov.(8.1.17) dostaneme vztah pro

citlivost vlastnich vektorii:

0vk:Z”: 1 v
o, NN

="k

oK ) oM
9p; l 9p,

1 ,OM
vkvi—zvfa—vkvk (8.1.22)

8.1.2 LADICI PROCES

Vychozim stavem je navrzeny mechanicky model se zadanym hmotnostnim, tuhostnim a

geometrickym uspotradanim, z né¢hoz vyplyne matice hmotnosti M a tuhosti K. Dale musi byt
znamo, které prvky tplného vektoru ladénych veli¢in se budou ménit a na jaké hodnot. Ladici
proces mizeme popsat nasledujicim algoritmem:

1. Provede se analyza navrzeného mechanického modelu, to znamend urci se vlastni ¢isla

A = ak nim pfitazené vlastni vektory v;, které se znormuji pfes matici hmotnosti.
2. Podle pozadavku ladicich zmén ur¢ime vektor ladénych veli¢in i= [i ir- . Tim bude také
A=

urcen vektor naladéni 1.

3. Provedeme analyzu citlivosti pivodné navrZzen¢ho mechanického modelu. Stanovime tim
¢iselné vychozi hodnoty matice ladéni L. Tato matice je dana plnou sloupcovou matici
rozméru s a zahrnujeme do ni vSechny konstrukéni parametry, které se mohou ménit.

S
i=

4. Urci se vektor vybéru ladicich parametra j:[ jl.] .- Tim definujeme vektor ladicich

parametrﬁEB p. Vybér ladicich parametri provadime na zaklad¢ analyzy citlivosti. Protoze
miru citlivosti urcuji absolutni hodnoty prvkli matice ladéni a jednotlivé ladici parametry

odpovidaji sloupciim této matice, je mirou citlivosti ladiciho parametru velikost souctu

absolutnich hodnot sloupce matice L= [li]-} proi=12,..k j=12,...s. Cim vetsi

k
hodnota tohoto souctu [c = Z‘ly ], tim vys$i citlivost.
i=1

' Po&et ladicich parametr volime pokud moZno roven poétu pozadavki k. V takovém pripadé je L = L'a
feSeni soustavy dané rov.(8.1.6) je presné.
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Zvolime relativni chyby €; ladénych veli¢in a €, ladicich parametri, maximalni pocet ko
iteraci, ptipadné vahové koeficienty g; ladénych veli¢in. Pfi pouZiti jednoduché aritmetiky
nema cenu volit relativni chyby mensi nez 10, Pro p¥ipad s = k je vyhodné volit & > & a
to asi o dva fady. Cislo ko neni nutno volit vétsi nez 10.

Rozhodneme o pfipadném zavedeni pfipustné oblasti a o moZnosti zkracovani kroku

||Ap||. Zavedeni ptipustného kroku je nutné z diivodt fyzikalnich vlastnosti modelu. Napf.

ladici parametry nemohou byt zdporné. Podle toho ur¢ime dolni a horné zdvoru. Muiize-li
horni zavora rist do nekonecna, volime ji o nékolik fadii vy$ nez je pocatecni hodnota
ladiciho parametru.

Provede se vlastni ladéni podle rov. (8.1.9).

Ptekontrolujeme vysledky ladiciho procesu a zptsob jeho sestaveni. V piipadé jeho
divergence zvolime jiny postup (zmenseni kroku) a ladici proces opakujeme.

Provedeme kontrolni vypocet vlastnich frekvenci a vlastnich vektori mechanické

soustavy s novymi parametry a vysledky srovndme se stanovenymi pozadavky.
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