5. KMITANI LINEARNCH KONTINUI

Kazdy stroj a strojni konstrukce je objektem se spojité nebo alespon po ¢astech spojité
rozlozenou hmotou. V ptedchozi kapitole se takovyto objekt popisoval diskrétnim modelem.
Takovy model vyhovuje pfedevsim tam, kde se redlny objekt diskrétnimu modelu piiblizuje.
Je vSak tada konstrukcénich prvki, které této aproximaci nevyhovuji, ponévadz jejich
konstrukce neobsahuje soustfedéné hmoty. Jsou to pfedevsim struny, lana, pruty, nosniky,
membrany, desky, skofepiny a dalsi prvky.

Stroj nebo konstrukce je zpravidla sloZzena z riznych konstrukénich prvki, z nichz kazdy ma
své vlastni frekvence. Poruseni kteréhokoliv z téchto Clenii miize znamenat poruseni funkce
celého stroje.. Proto je znalost kmitani zakladnich jednoduchych prvka velmi dilezitd. Jsou to
Casto prvky, se kterymi pracujeme v metodé konecnych prvkd.

V nékteré literatufe se kontinua déli na jednorozmérné, dvojrozmérna a tiirozmérna podle
vzajemn¢ velikosti jednotlivych rozméra. VSechna realna télesa jsou vsak tfirozmérna a proto
budeme dé¢leni provadét podle konkrétniho realného objektu a druhu kmitani. Pti tomto pojeti
budeme mluvit o kmitani strun, prutt, hiideld, nosnikii, membran, desek, skofepin atd.

5.1 PodéIné kmitani prutu

Jednoduchym prvkem v technické praxi je prut. Prutem nazyvame prvek, jehoz délkovy
rozmér fadove prevlada nad pficnymi rozmeéry a ktery je schopen pfenaset pouze osova
zatiZzeni. Nasledujici odvozeni jsou provedena na zékladé¢ téchto predpokladi:

1. Prut je osové soumérny

2. Rezy kolmé na osu prutu ziistavaji rovinné a kolmé na osu prutu i po deformaci

3. Pti¢né deformace se zanedbavaji

Z prutu vyjmeme prvek délky dx (obr. 5.1), znazornime jeho pohyb ve sméru osy x, a
napiSeme pro né¢j pohybové rovnice:

Obr. 5.1

ON 0%u(x,t)
+—dx—-N = —

N ™ dx — N = pAdx 3 (5.1.1)
Sila v prutu je umérna pomérné deformaci

N =04 = Eea = 2D 4

Ox

kde E je modul pruznosti v tahu, p je hustota materidlu prutu, 4 je pfi¢ny prafez prutu.
Dosazenim do rov.(5.1.1) za N obdrzime po upraveé
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0%u(x,t) _ 2 0%u(x,t)
or’ ox’

(5.1.2)

kde jsme zavedli

c= | (5.1.3)

o)
coz predstavuje fazovou rychlost podélného vinéni v prutu, jinymi slovy rychlost Sifeni zvuku
prutem.Abychom ptevedli parcialni diferencialni rovnici (5.1.2) na obyc¢ejnou diferencialni
rovnici budeme predpokladat, ze posuv u(x,t) se bude rovnat z ¢asti, ktera je funkci pouze
polohy a z ¢asti, ktera je pouze funkci Casu:

u(x,t) =Ux)T (1)
Dosazenim této rovnice do rov.(5.1.2) dostaneme
2 2
d {U =’ d 12J
dt dx
Provedeme separaci proménnych
1d*T _ ,1dU )
——=c ——=-Q
T dt U dx
Odtud obdrzime dvé rovnice

T

2 2 2
d—f+Q§T:O a dlzj+Q—2°U:0
dt X c
Jsou to rovnice harmonickych funkci
T(t) =D, cosQ,t+ D,sinQt (5.1.4)
U(x) = C, cos px + C, sin px (5.1.5)

kde jsme oznacili

Q, /p /E
=—0=Q .= resp. Q,=p |— 5.1.6
p P N\ g ¥4 0o~ P 0 ( )

Dalsi feSeni zavisi na okrajovych a poc¢ate¢nich podminkach, z nichZ ur¢ime integracni
konstanty C;,C,, D; a D,. Postup si ukazme na nasledujicich ptipadech:
Prut na obou stranach vetknuty (Obr. 5.2)

Okrajové podminky v mistech
vetknuti jsou:
S X=0, X=1 U(0) =0, odkud
vyjde C; =0

uld)=0
= Odkud
X Cysinpl=0
Za ptedpokladu netrividlniho

feSeni (C, #0) musi byt
pl=nm pro n=1.2,....,0

Z této podminky obdrzime
Obr. 5.2 vlastni (thlové frekvence, kdyz
dosadime do rov.(5.1.6)

q, ="" £ (5.1.7)
I \p

Deformace prutu bude dana vztahem
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u(x,t) = z (AcosQ,,t+ BsinQ, 1)
n=1

Prut na jednom konci vetknuty, na druhém volny

Pro tento ptipad znazornény na
obr.5.3 bude pro vetknuty konec
— Ry T platit okrajova podminka

e x=0 U0)=0
X ) Z této podminky vyplyva C;=0

I Na volném konci je pomérna

deformace nulové, coz vyjadieno
Obr.5.3 matematicky bude

du(l) _

dx
V tomto ptipad¢ bude pro netrividlni feSeni (C, # 0) platit podminka

X

,pcos pl =0

m3 T
[=—,—m,...,2n—-1)—,....
pl=253 ( )2

Dosazenim do rov.(5.1.6) obdrzime vlastni thlovou frekvenci

Q,, =M\/E (5.1.8)
21 0

Prut na obou strandach volny
V tomto piipad¢ musi byt na obou strandch prutu pomérna deformace nulova.
dU(0) _ 0

Pro x = 0 bude odkud C, =0
dx
du(l) _ . _ . it iy .
pro x =1 bude P —C, psin pl =0, takze pro netrividlni feSeni bude platit
X

pl=nm pron=1,2,...,0
Vlastni thlova frekvence bude

Q, ="1 |E (5.1.9)

I \p
Prut na jedné strané vetknuty, na druhé zatizeny osamélou hmotnosti
Tento ptipad je znazornén na obr. 5.4. Okrajova podminka v misté vetknuti bude

x=00 U0)=00 C;=0
- Rovnice pohybu bude mit tvar

Y u(x,t) = C, sin px(D, cos Q ¢+ D, sinQ ,t)
L Pro silu od osamé&lé hmotnosti obecné plati
X 2
0 u(ic,t) iy Ou(x,t)

ot Ox
Po dosazeni s vyuzitim rovnice pohybu bude v misté
uchyceni osamé¢lé hmotnosti platit

m EApsin pl =mQ; cos pl

-N=m

' Z této rovnice vychazi

Obr. 5.4 l mQ: _ m l
t = =

gp Edp m P

7. této rovnice muzeme urcit
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pl =1,456m, 3m, 4,571,....,3?”71,....
Vlastni thlova frekvence se da urcit dosazenim do rov.(5.1.6)

pro m/my, =1 bude
_3m |E

=" |= 5.1.10
On 21 p ( )

5.1.1 VYNUCENE KMITAN{ PRUTU
U prutl se mizeme setkdvat svynucenym kmitdnim vybuzenym bud silou nebo

kinematicky.Oba piipady si nyni probereme

5.1.1.1 Kmitani prutu buzeného harmonickou silou

Uvazujme prut na jedné strané vetknuty a na druhé strané zatizeny harmonickou silou, jak
ukazuje obr. 5.5. Okrajové podminky v misté vetknuti budou
x =0 U(0) = 0 odkud vychazi C; =0
Rovnice pohybu bude mit tvar
u(x,t) = C, sin pxsin a¥

Fosinot
__________________________ — _> R PR S
R
)(,411> X .
| u, = UpSinwt
< >
Obr. 5.5 Obr. 5.6
Na volném konci bude platit
x=1, EAM = F,sinax
Ox
a po dosazeni
EAC,pcos pl = F,
Z této rovnice urcime integracni konstantu
— FO
? EApcos pl
Rovnice pohybu obecného fezu, daného soufadnici x bude mit nyni tvar
F, ) .
u(x,t) = —————sin pxsin Wt
EAp cos pl

dosazenim za p=wYc dostaneme
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u(x,t)=%sin2xsinwt (5.1.11)
EAZcos—1 €
c c
K resonanci bude dochéazet bude-li jmenovatel rov.(5.1.11) nulovy, to znamené bude-li
@r=s  on-nZ,.
c 2 2 2
Na volném konci budou vychylky dany rovnici

F
u(l, ) =—" tg%lsinax (5.1.12)

EA—
c

5.1.1.2  Volny prut kinematicky buzeny

Uvazujme prut s obéma volnymi konci (obr.5.6), jehoz levy konec je buzen harmonickou
funkci u_ = u, sin ¥ . Redeni predpokladame ve tvaru
u(x,t) = (C1 cos px + C, sin px)sina)t
Na levém konci je okrajova podminka
x=0 C;sinax=u,sinax U C, =u,
Na pravém konci prutu je napéti a tedy i pomé€rné deformace nulova
%%21 =u,psin p/ +C,pcosp/ =0
Z této rovnice vychazi
C, =u,tgpl
Rovnice pohybu prutu bude mit tvar
u(x,t) = (uo COS px + utgpl sin px)sinwt (5.1.13)
kterou lze upravit na tvar

cosng—ia
c O [0

u(x,t) = ————  u, sin (5.1.14)
w
cos—1/
c
Rezonance nastane bude-li
@r=3  on-n=
c 272 2

5.2 Torzni kmitani hiideli kruhového prarezu

Htidel kruhového priifezu je ¢astym prvkem ve strojirenstvi. Pfi feSeni jeho torzniho kmitani
ptedpokladame linearni teorii pruznosti,
kterou mizeme vyjadiit podminkou, ze
rovinné fezy kolmé na osu hiidele zistavaji
pii zkrutu rovinnymi a radidlni pfimky
zlstanou piimkami.Uvazujme prizmaticky
htidel kruhového prufezu, z néhoz vyjmeme

-—-%—-— M ———- > MadM %—-—-- prvek délky dx (obr. 5.7) a napiSeme pro ngj
pohybovou rovnici rota¢niho pohybu:

X dx
>« |

Obr. 5.7



oM 3P(x,0)
ox =AY, o1

Pro kroutici moment plati zndmy vztah z pruznosti
0
M=GJ, %
0x
kde G je modul pruznosti ve smyku a J, je poldrni kvadraticky moment priifezu hiidele
takze jeho dosazenim do pohybové rovnice dostaneme

CZ 62¢(x9t) - 62¢(x9t)

5.2.1
ox’ o’ ( )
kde jsme opét zavedli rychlost Siteni smykového vinéni v hiideli
c, = G (5.2.2)
o)

Parcialni diferencialni rovnici (5.2.1) pfevedeme na obyc¢ejnou diferencidlni rovnici
zavedenim

¢(x,0) = P(x)T(9)

Dosazenim tohoto vztahu do rov.(5.1.1) obdrzime
¢ d’Px) _ 1 dT(@)

O(x) d’  T(r) df
Pfifadime-1i kazdé strané této rovnice hodnotu (-Q?), obdrzime dvé& diferencialni rovnice
harmonické funkce pro 7 a ®, ¢imz teSeni rov.(5.1.1) bude

P (x,t) = (P, cos px + P, sin px)(¥, cos Qr + W, sin Qf) (5.2.4)
kde bylo oznaceno

Q P
=—=Q.|— 5.2.5
p cz G (5.2.5)
Stanoveni integracnich konstant ®;, ®,, W, a W, se provede na zaklad¢ konkrétnich
okrajovych a pocatecnich podminek.

(5.2.3)

5.3 Pfi¢né kmitani primych nosniki

Nosniky jsou takové prvky konstrukci, které mohou prenaset krome tahového a tlakového
zatizeni 1 zatizeni pficné. Pfi odvozovani pohybovych rovnic se piredpoklada, ze
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* nosnik je pfimy
pfi¢né deformace nosniku
jsou malé
* kmitani se déje v roviné
dané osou nosniku a
¢ q(x,0) n¢kterou z hlavnich 0s
setrvacnosti
* Roviny kolména  podélnou
osu nezatizeného nosniku
Q zlistavaji rovinnymi 1 pii
) M+dM kmitani
. ¢ + zanedbavaji se malé  posuvy
Q+dQ j prvkili nosniku ve sméru podélné
osy nosniku
Obr. 5.8 Pro odvozeni pohybovych rovnic
budeme pouzivat znazornéni na
obr. 5. 8. Vytknuty prvek kond obecny rovinny pohyb. Nutno sestavit pohybovou rovnici
transla¢niho pohybu stfedu hmotnosti prvku, kterd bude mit tvar

osa nedeformovaného nosniku
»x

2
o+ a—de -0 +q(x,t)dx = pAaLf’t)dx
Ox ot
odkud upravou dostaneme rovnici
00 0’ w(x,1)

—=+q(x,t) = p4 53.1
5 4= pA—s 5 (53.1)

Nyni je jesté nutno napsat pohybovou rovnici rotacniho pohybu, ktera bude mit po Gpravé tvar

2
Q—aﬁ=[z% (5.3.2)
Ox ot
V téchto rovnicich znaci p hustotu materialu nosniku, 4 plochu piicného fezu nosniku,
O posouvajici silu, M ohybovy moment, w(x,t) prihyb nosniku, 7, moment setrvacnosti
prvku k ose z, prochazejici sttedem hmotnosti prvku, g(x,t) ¢asové a polohové zavislé spojité
vngjsi zatizeni nosniku, vztazené na jednotku délky.
Pro natoc¢eni prvku nosniku resp. smérnici prithybové ¢ary plati vztah:
M0 _ gy (5.3.3)
Ox

kde ¢ je natoCeni prufezu nosniku zptisobené ohybovym momentem, dan¢ zndmym vztahem
Z pruznosti a pevnosti

£.%% - v (5.3.4)
Ox

kde J, je kvadraticky moment plochy prufezu nosniku k ose z, prochazejici sttedem hmotnosti
prvku, E je modul pruznosti v tahu, Y je zkos prifezu zptisobeny smykem, ktery je dan rovnici

- K
V—AGQ (5.3.5)

kde Kk je soucinitel smykové deformace, vyjadiujici nestejnomérné rozdélené smykového
napéti po priufezu, G je modul pruznosti ve smyku. Z rov.(.2.3) obdrzime

_Oow
QU—ax y
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odkud po derivaci podle x obdrzime

oy _o'w_dy
Ox  ox> Ox
Ohybovy moment dany rov.(5.3.4) bude pak vyjadien vztahem
2
m=-£12Y g%
Ox Ox

Z rov.(5.3.2) ur¢ime
oy ’w N a0’y ’w 0%y ’w N a9’y

=1 -EJ EJ = -1 -EJ EJ
0=l or’ *ox’ Toxt Coxdrt o * ox’ * ox’
Dosazenim této rovnice do rov.(5.3.1) a vyuzitim rovnice
2
a_y:_K a_Q:—K pAa ZV
ox AG ox AG ot
obdrzime pohybovou rovnici ve tvaru
0%w d'w 9w Kp 0*w Ko 0'w
A + EJ -1 +] ————EJ] ———=q(x,t 5.3.6
R N AR (-26)

vliv rotacot viiv smyku
setrvacetr ti

Tteti vyraz na levé strané€ rov.(5.3.6) vyjadiuje vliv rotacni setrvacnosti. Ponévadz osovy
moment setrvacnosti prvku I,=(1/ 12)Apdx* je velmi maly a vzhledem k ostatnim ¢leniim
rovnice zanedbatelny, zpravidla se neuvazuje. Posledni dva ¢leny obsahujici K jsou u béznych
nosniki rovnéz velmi malé a proto se zanedbavaji. Tim ptejde rov.(5.3.6) na tvar

2 4
Aa w(;c,t) +EJa W(f,f) = g(x,1) (5.3.7)
ot Ox

Pro zkréaceni zapisu se dale nebude uvadét u momenti setrvacnosti a kvadratickych momentt
prafeza index z.

5.3.1 VOLNE PRICNE KMITAN{ PRISMATICKEHO NOSNIKU
Probereme nejprve ptipad volného kmiténi nosniku kdy je vné&jsi zatizeni
q(x,t) =0.
Abychom ptevedli rov.(5.3.7) na obycejnou diferencialni rovnici vyjadiime prithyb nosniku
jako soucin dvou veli¢in

w(x,t) =W (x).T(t) (5.3.8)
kde je W(x) funkci pouze polohy a T(t) funkci pouze ¢asu. Ozna¢me

1 _JE _,J

4

nt A4p °4
kde ¢, = /% je rychlost Sifeni ohybové viny nosnikem. Rov.(5.3.7) ptejde po separaci

proménnych na tvar
1 d°T@t) . 1 dW(x)
() d*  n'w(x) dx*
Ponévadz obé€ strany rovnice jsou si rovny, lze pfedpokladat, ze kazda strana rovnice se rovna
(-Q?), takze plati
d’T(t)
dt’
coz je diferencialni rovnice pro harmonicky pohyb, jejiz feseni je
T(t) = A cosQt+ A4,sinQt (5.3.10)

(5.3.9)

+Q°T(t) =0
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Dalsi rovnice bude
d'W(x)

QW (x) =0
e (x)
Ozna¢me
A
p'=n*Q° nebo p :nJE =4 Z_JQZ (5.3.11)
Tim lze ptepsat predchozi diferencidlni rovnici na tvar
4
dex) -p'W(x)=0 (5.3.12)
5 dx
Reseni této rovnice se predpoklada ve tvaru
W(x) = Be™

Dosazenim ptedpokladaného feSeni do rov.(5.3.12) obdrzime po upravé charakteristickou
rovnici

2 - p4 =0
Kofeny této rovnice jsou

A =p; A =-p; A, =ip; A, =-ip
Pouzitim téchto kotfenti pro piedpokladané feSeni obdrzime po upraveé

W (x) = B, sinh px + B, cosh px + B, sin px + B, cos px (5.3.13)
Dosazenim rov.(5.3.13) a rov.(5.3.10) do rov.(5.3.8) dostaneme
w(x,t) = (B, sinh px + B, cosh px + B; sin px + B, cos px)( 4, cos Q¢ + A, sin Qt)

(5.3.14)

Obecné feseni bude dano souctem vsech tvart kmita:

w(x,t) = z (B,;cosh p.x + B,;sinh p.x + B, sin p.x + B,;cos p,.x)(A4,;cosQ.t + 4, sinQ 1)
i=1

(5.3.15)
Konstanty By, By, B3, By, ur€ujici tvar kmitu nosniku ziskame z okrajovych podminek, které
1ze aplikovat na rov.(5.3.13). Konstanty A, A, se urci z pocatecnich podminek. Pro
zjednoduseni postupu se velmi ¢asto pouzivaji vyhodnéjsi Rayleighovy funkce, u nas vice
znamé pod nazvem Krylovovy funkce. Tyto funkce jsou vytvoreny tak, aby hodnota jedné
z nich byla pii nulovém argumentu rovna 1 a ostatni byly rovny 0. Tvar téchto funkci je dan
nasledujicimi vztahy:

1
S(px) = E(COSh px +cos px)
T(px)= %(sinh px +sin px)

: (5.3.16)
U(px) = E(cosh PX — COS px)

V(px) = %(sinh px —sin px)

Dalsi vlastnosti téchto funkei je, ze jejich derivace Ize vyjadrit cyklickou zaménou za
ptedchozi funkci v uvedeném poradi:
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S'(px) = pV (px); S"(px) = p*U(px); S"(px) = p’T(px)

T'(px) = pS(px); T"(px) = p*V (px); T"(px) = p’U(px)

U'(px) = pT(px); U"(px) = p*S(px); U"(px) = p’V (px)

V'(px) = pU(px); V"(px) = p’T(px); V"(px) = p’S(px)
Z rov.(5.3.16) vidime, ze pro x = 0 je S(0) =1 a T(0) = U(0) = V(0) = 0. Tyto vlastnosti jsou
vyhodné, ptedevsim pfi aplikaci pocatecnich parametrt. S pouzitim Rayleighovych funkci
prejde rov.(5.3.13) na tvar

W(x) = BS(px) + B,T(px) + BU(px) + B (px) (5.3.18)

Vztahy pro pruhyby obsahuji hyperbolické funkce, které pti vétSich hodnotach jejich
argumentl dosahuji velmi vysokych hodnot. Proto se velmi ¢asto zavadi misto veliiny x
bezrozmérna veli¢ina & = x// . Je-li [ celkova délka nosniku je & [1(0,1) . Zavedeme-li §

zmeéni se n¢ékteré predchozi vztahy
dW(x) _dw(&)ds _aw@&)1

(5.3.17)

dx dé dx dé |
Podobn¢ bude
d'Wx) _d'wx) 1
dx* o4&t [
Rov.(5.3.12) piejde na
4
@ =0

Pro dalsi feSeni zavedeme

|PA >
A=pl=1]"=Q 5.3.19
p I, ( )

a pro pozd¢jsi pouziti vyjadiime

2
= )\_2 £ (5.3.20)
-\ pA
Tim ptejde predchozi diferencialni rovnice na tvar
4
W) _xw ) =0
dé
coz je rovnice tvarem shodna s rov.(5.3.12), takze jeji feSeni bude
W(&)=BS(A&)+ B,T(A&)+ BU(AE) + BV (AE) (5.3.21)
Kromé této rovnice pro prihyb budeme pouzivat rovnici pro smérnici prihybové ¢ary
dw A
% = 2BV () + B,SOE) +BTOE ) +BUGE ] (5.3.22)
rovnici pro ohybovy moment
— M EJXN
ME) = T((g) = = [BU0E) +BY06)+ BSOH + BT (53.23)
a rovnici pro posouvajici silu
— EJXN
o) = 2e)__ [BT(A&)+BUAE) + B (M) +B,S(AE)]  (5.3.24)

Té) 7
Jako ukazku proberme feSeni jednostranné vetknutého nosniku (obr. 5.9). V dokonalém
vetknuti jsou prihyb a nato¢eni nosniku nulové, tedy pro x =& = 0 je W(0) =0 a W’ (0)=0.
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Zrov.(5.3.21) obdrzime B;=0
azrov.(5.3.22) bude B,=0.

sy —
X @
< X >
w
Obr. 5.9 z1ov.(5.3.23) arov.(5.3.24)

dostaneme:
B, S(A)+B,T(A)=0
BV(A)+B,S(A)=0
Obdrzeli jsme soustavu dvou homogennich rovnic pro nezndmé konstanty Bs a B4. Pro
netrivialni feSeni musi byt determinant soustavy roven nule:

S TA) S*A)=TAW((A)=0

V(A) S(A)

Dosazenim za S(A), T(A) a V(M) z rov.(5.3.16) vyjde po Gprave:
1+cosAcoshA =0

Numerickym feSenim této rovnicel% obdrzime kofeny A:

A =0,5968m, A, =1,4942mm, A, =2,5003m, A, =(n—3)m
Pomoci téchto konstant ur¢ime z rov.(5.3.20) vlastni thlové frekvence nosniku. Dosazenim
nékteré z hodnot A, 1ze vypocitat tvar kmitu

B, _ S(A,) _ coshA +cosA,
B, T(A) sinhA, +sinA,
Pro n ty tvar kmitu plati rovnice

W.(&)=URE)-

3.0

coshA, +cosA,
sinhA +sinA,

V(A8)

1.5

Obr. 5.10
Pribéh tvart kmitl pro A, A, a A3 je ukazan na obr. 5.10. Jak patrno z obrazku existuji pro
ruzné tvary kmitl mista, v nichz je priahyb nosniku v kazdém casovém okamziku nulovy.
Tato mista nazyvame uzlové body a jejich pocet je n — I, kde n je Cislo tvaru kmitu. Pro druhy
tvar kmitu vznika 1 uzlovy bod, pro tieti tvar kmitu 2 uzlové body atd. Jejich ptfesnou polohu
je nutno urcit z podminky nulové deformace. Podobnym zptsobem bychom ziskali vlastni

' Lze pouzit napt.metodu poloviéniho kroku, metodu seen, metodu Newtonovu, nebo matematicky sw MAPLE,
MATLAB apod.
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uhlové frekvence a jim odpovidajici tvary kmith pro jiné typy ulozeni. Nékteré z nich ukazuje
tab.5.1.

Tab. 5.1 Reseni zdkladnich typii nosnikii

Typ nosniku Frekvencni rovnice Kofteny frekvencni rovnice
Okrajové podminky
| |
% % sinA —sinh A =0 A =nm
= = "
W(0)=0 W(l) =
0
M(0)=0 M() =
0
| A =0,5968m; A, =1,4942m
B 1+cosA —coshA =0 -
cosA —cos A =(n-hm
W(0)=0 M)=0
W'(0)=0 Q=0
3
3
cosAcoshA -1=0 A, =(n+Hm
W(0)=0 Wl =0
W'0)=0 w'(1)=0
| _ |
3 tgA —tghA =0 A, =(m+pm
h@
W(0)=0 Wl =0
wW'0)=0 M)=0
I | cosAcoshA —1=0 A =(n+Hm
M(0)=0 M(0)=0
Q(0)=0 Q(0)=0
A [E
P\ pd
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5.3.2 KMITANI NOSNIKU BUZENEHO OSAMELYM ZATIiZENIM

Uvazujme nejprve buzeni osamélou silou F v misté x;. Abychom mohli pouzit odvozenou
pohybovou rovnici (5.3.7), mysleme si silu ' v misté x; spojité rozloZzenu na délce A
(obr.5.11). Jestlize budeme uvaZzovat silu jako harmonickou funkci ¢asu, tvaru F' = F;sina¥,
muzeme pohybovou rovnici (5.3.7) zapsat ve tvaru

AAA
X1 A A T I 1/A
¢ > <4—
Obr.5.11 Obr. 5.12
2 4
pa % O = 5 (0 Fsinca (5325)

kde jsme zavedli Diracovu delta funkci d,(x), ktera nabyva hodnot
0,(x) =% pro x,<x<x +A

0,(x)=0 pro x<x, a x>x+A
Toto vyjadfeni mé tu vyhodu, Ze rov.(5.3.25) plati vcelém rozsahu feSeného nosniku.
Parciélni diferencidlni rovnici pfevedeme na obycejnou diferencialni rovnici, kdyz s ohledem
na pravou stranu rovnice pouzijeme feSeni

w(x,t) = W(x)sin ¥
a tim rov.(5.3.25) pfejde na tvar

d‘w w’ pA F9

EX) _ p W(X) =1 l(x)
dx EJ EJ

Zavedeme-li stejn¢ jako diive

pA
=4/
P EJ
bude mit pfedchozi rovnice tvar
F0,(x)

d*‘w(x
—f ) pw(xy = 5O (5.3.26)
dx EJ
Obdrzeli jsme obycejnou diferencialni rovnici 4. fadu s pravou stranou s konstantnimi
koeficienty. Jeji feSeni bude sloZzeno ze znamého feSeni homogenni rovnice a partikularniho

feSeni:

W(x) = B,S(px) + B,T(px) + BU(px) + BV (px) + P(x) (5.3.27)
kde partikularni feSeni ur¢ime aplikaci Duhamelova integralu
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P(x) =

Vypocet P(x) ma smysl pouze v Gseku x; £ X < x; + A, ponévadz vsude jinde je ;(x) nulové.
V takovém ptipad¢ bude
F x;+A
°0= 5 [ 3 Vo - )

‘EJ

V piipadé¢, Ze by na nosmk pusob11 vnéjs$i moment, lze Jej vyjadfit dvojici sil a kazdou z téchto
sil jako vyslednici rovnomérného zatizeni A — 0 (obr. 5.13). V tomto piipad¢ bude Diracova
delta funkce & (x) nabyvat hodnot:

0,(x) =

e pro x; Sx<x +A
52(x)=—é pro x, +tA<x<x +2A

0,(x)=0 pro x<x, a x>x +2A
Partikularni feSeni bude mit tvar
)

D(x) =

Rov.(5.3.27) bude mit nyni tvar
W(x) = B,S(px) + B,T(px) + B,U(px) + BV (px) +
P'E

-x)]

V[p(x xl)]

5.3.28
Posledni dva cleny pravé strany vstupuji do feseni prihybu az za mistem pﬁsogbeni Vgéjéiho
zatizeni (x;). Jestlize by na nosniku byla umisténa bodovd hmota, pak by se za silu
dosazovala setrvacna sila jeji hmotnosti
F =mQ°W(x,) (5.3.29)
Zavedenim bezrozmérného parametru &=x//, ktery vyjadiuje polohu fezu ve sméru osy x
v bezrozmérném tvaru, piejde rov.(5.3.28) na tvar
2
W)= BS(}\E)+BT(/\E)+B@E)+BM)+ j\/Ib{J

VM & )] Ub g &)

(5.3.30)

)\EJ

kde A = plv souladu s rov.(5.3.19).

5.3.3 METODA PRENOSOVYCH MATIC

Tato metoda je zaloZena na skuteCnosti, Zze vSechny potiebné parametry nosniku lze urcit na
zakladé znalosti parametrti na okraji nosniku, v némz je x = 0 resp. £ = 0. Této metodé se
bézné tikd metoda pocatecnich parametrii 1 kdyz slovo ,,pocatecni* vztahujeme k casovému
pocatku. Z rov.(5.3.21) az rov.(5.3.24) Ize urcit integracni konstanty pomoci hodnot v mist¢

&=0:

I, I’ M(0) I’ 0(0)

B =w(), B, =—W'(0); B,=———;, B, = —=—=

I T A I Cy:

Pomoci téchto integrac¢nich konstant 1ze urcit potiebné parametry v poli nosniku:
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w' (0)1 M(O)l2

W& = ©saE)+ O r(ag) - UOAE) - Q(O)l 'y (g +

)] )]

W(E) = AVV(O)V(AE) sw(0)s(ag) -4 (O)l

MO ey - Q(O)l U6+

)] T[A @- fl)]

}\
“M@) = e 5y owae +%W (O (AE) - M(0)S(AE) - Q(AO)Z T(AE)+
—‘T[A(E &)+ MSAE-E)
0@ = A BTy oyron) + A B yroyuag) - M(O)V(AE) 0(0)S(AE) +

+ ES[A(f ~&)]+ 7M1V[/\(E -&)

(5.3.31)
Posledni dva ¢leny v téchto rovnicich jsou nulové pro & <¢,. Uvedené rovnice lze zapsat i
maticove. Zavedeme stavovy vektor na pocatku i iseku
s, =[w.w',-M.-0]]
a stavovy vektor na konci i-tého useku, ktery je soucasné stavovym vektorem na pocatku i+/
useku

s = [0, -M. 0],
Dale zavedeme prenosovou matici v i useku P;. Pomoci ni Ize vyjadfit stavovy vektor na
pocatku i+1 tseku:
S, =Ps, (5.3.32)

Ponévadz je vzdy koncovy bod jednoho tseku pocatecnim bodem nésledujiciho tiseku, plati
pro konec useku n+1:

=PP_P _,..Ps, (5.3.33)
nebo
S, = Py,S, (5.3.34)
kde celkova pienosova matice je dana soucinem pienosovych matic jednotlivych usek:
0
P,,=PP_P ,.P = |_| P, (5.3.35)

Ponévadz stavové vektory jsou rozméru 4, bude pfenosova matice rozméru 4x4. Nasobenim
prenosovych matic vznikne vzdy matice tychz rozmérii. To je vyhoda metody pienosovych
matic, ponévadz rozméry pouzitych matic jsou malé a metoda je pouzitelna pro vSechna PC.
Dalsi vyhodou je, Ze pomoci metody pienosovych matic 1ze snadno sestavit vypoctovy model
soustavy nosniki, rizné¢ podepifenych 1 staticky neurcitych, s proménnou tuhosti apod.
Nevyhodou je, ze pii nasobeni dlouhého fetézce prenosovych matic mize dojit k numerické
nestabilité, kterd se vSak da vhodnym algoritmem eliminovat.

Prvni a posledni bod celé soustavy ma znamé okrajové podminky. Soustava se rozdéluje na
useky tak, aby v nich byly konstantni geometrické, hmotnostni, tuhostni a silové hodnoty..
Urcity tsek si miizeme myslet libovolné kratky, teoreticky az nulové délky a tim zavést usek
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s osamélou silou, osamélym momentem, bodovou hmotnosti, sty¢nikem atd. Z toho divodu
neni nutno v rovnicich uvazovat vyrazy pro vngjsi sily a momenty. Ukazme si tvar
pfenosovych matic pro nékteré ptipady:

Prismaticky nosnik délky [ (obr.5.13)

3 sy oy vy LB
. ] XEJ XEI .
0Ava S(A 7o D
E—)FEJU(/\) %EJV()\) S %T(A) 0
O
o’ A A 0
EJTAY ZEJUNY 2V S(A
e (A) Iz (A) ; (A) (A) E
i i+1
1 1+1
N o I —— 10— 1.
< ! >
Obr. 5.13 Obr. 5.14

Tuhd osaméla hmota (obr.5.14).

Tuh4 osaméla hmota zméni posouvajici silu o hodnotu am = —Q*Wm . Deformace (prihyb,
natoCeni) a ohybovy moment budou v misté i+1 stejné jako v misté i. Pfenosova matice proto
bude:

o1 0 0 0O
O 0
0 100
p="0 0 (5.3.37)
0o o0 1 oO
%an 0 0 1%

Tuhd osaméla hmota, jejiz moment setrvacnosti ma konecnou hodnotu
Ptipad je obdobny tomu na obr.5.14, pouze v misté i+1 se krom¢ posouvajici sily zméni i

moment o hodnotu — Q*W'T . Pfenosova matice bude mit tvar
O1 0 0 0O

o 1 0 o

p=U ) O (5.3.38)
0o Q¥ 1 o0
O O

mQ> 0 0 10
Pruznd podpora o tuhosti k (obr..15)
V useku se zméni pouze posouvajici sila o hodnotu kW. Prenosova matice bude
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or 0 0 0™
O 0
:DO I 0 0D
0o o 1 od
5k 0 0 10
t _iﬂ Pruzny kloub o tuhosti K.
L V takovém piipadé se vuseku zméni
B I S - ohybovy moment o hodnotu -kW' a
pienosova matice bude
O o0 0 0O
O
_ P_:%) 10 03
k " ok 1 o0
90 0 19

B
Obr. 5.15

Ukazme si nyni jak by se feSil vetknuty
nosnik proménného priufezu (obr.5.16), ktery muze byt
modelem lopatky axialni parni nebo spalovaci turbiny.
== - Nosnik si rozdélime na prismatické casti, majici
konstantni prifez. Délky /; téchto casti mohou byt
s rozdilné. Pfenosovd matice kazdé¢ho Useku bude dana
& rov.(5.3.36), v niz se bude ménit délka useku /;, hodnota
! H Ai, kvadraticky moment prafezu J;, a prufez A,

Materialové charakteristiky £ a p budou v uvazovaném
Obr. 5.16 ptipade¢ stejné..

w

Vyslednou pifenosovou matici mezi mistem vetknuti a volnym koncem stanovime
z rov.(5.3.35). Budeme-li aplikovat okrajové podminky v misté vetknuti W(0) =0, W'(O) =0,
a na volném konci M =0 a Q = 0 Ize obecn¢ psat:

W,.0 Opy, pn ps puD 00
%V' 0 O Nl 0 O
4+1[]— P21 Pn Pxn Pum 0

bo U s DPn Py PauO-M
o 0
00O sw Po Py Pud—0

kde pj jsou prvky vysledné pienosové matice, kterd vznikne prondsobenim pienosovych
matic jednotlivych usekti. Uvedeny zapis piedstavuje soustavu 4 rovnic, které budou mit tvar
Wya #0+0+p M, +p, 0, =0
0+ W, +0+p,sM, +p,, 0, =0
0+0+0 +p, M, +py, 0, =0
0+0+0+p,M, +pu,0, =0
Ziskana soustava rovnic je homogenni, takze pro netrividlni feSeni musi byt determinant

soustavy roven nule. Obdrzime tak frekven¢ni determinant. Ponévadz 3. sloupec obsahuje
pouze nulové prvky, lze jej vypustit a determinant bude mit tvar
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1 0 p; py
0 1 py pu _
0 0 py py
0 0 py pu

Vyhodnocenim determinantu obdrzime jednoduchou rovnici

D33Pss ~ P3uDas =0
Jejim feSenim obdrzime vlastni uhlové frekvence Q; a jejich dosazenim do rovnic pro
deformaci obdrzime i jim odpovidajici tvary kmiti.

5.3.3.1 Vliv rotacni setrvacnosti a smykové deformace

Vsechna feSeni pficného kmitani nosnikti, kterd jsme v této kapitole probirali vychazela
z parcialni diferencidlni pohybové rovnice (5.3.7), kterd vznikla zrov.(5.3.6), jez vznikla
z rov.(5.3.6) zanedbanim vlivu rota¢ni setrvacnosti a smykové deformace. Otazkou vlivu
rotacni setrvacnosti na feSeni kmitani nosniku se zabyval Rayleigh [14] a vlivem rota¢ni
setrvacnosti a smykové deformace Timosenko [17] . Odchylky mezi

1.0

Zed

o] . . . ) . ' ' ~ ' ' ' 1 - Vliv smyk. deform. '
ALl R AT HE 2 - Vliv rot. setrv.- - - -1- -1 - - -
' ' A ' ' ' '
0.6
| / .
S R I T
O S A
a2
S < [ A
0.4
(o] 10 20 30 40 50

1j

Obr. 5.17
uvedenou zjednoduSenou teorii a piesnéjsim feSenim ukazuje obr.5.17, v némz je zndzornén
pomér vlastni uhlové frekvence, vypocteny z uplné pohybové rovnice ku vlastni thlové
frekvence, vychazejici ze zjednoduSené rovnice (Q/Q_,,) v zavislosti na poméru délky

nosniku ku poloméru kvadratického prutfezu (//j). Z obr.5.17 je patrno, ze k vétSim odchylkdm
dochazi u kratkych, vysokych nosnikti. U nosniki, jejichz délka je vétsi jak 154 je vznikla
chyba zanedbatelna.

5.4 Kmitani membran

Membranami nazyvame plo$né konstrukce, jejichz tlouStka je vici ostatnim rozmérim velmi
mald a u nichz pfedpokladame, ze nemohou prenaSet ohybové momenty.

Ptredpokladejme, ze membrana je predepjata ve vSech smérech pomérnym tahem (sila na
jednotku délky) N. Pomérnad hmotnost membrany, tj. hmotnost na jednotku plochy je ¢g. Na
obr.5.18 je zndzornén fez vybranym prvkem membrany
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v roving xz. Podobny fez by bylo mozno nakreslit v roviné yz. Pohybové rovnice budou mit

tvar
|
y
ow 0*w
— 4 3
Ox Ox
ow 9w &
+
N(a)r P dx)
Obr. 5.18
2

or’
Predpokladejme harmonické kmitani ve tvaru

w(x, y,t) =W (x,y)sin Qt
a dosazenim do rov.(5.4.2) dostaneme

gQ* W (x,y)+ NO'W (x,yF 0
Reseni této rovnice zavisi na okrajovych podminkach.

5.4.1 OBDELNIKOVA MEMBRANA

ow  o0*w . O Oow 62w O

NO—+—dxgdg—+—dndx -
0ox  ox’ U may 0y’ )E ’
2
-N E?;Wdy +6_wx% qdxdy 0w
[10x o 0 or’

Odkud dostaneme po upraveé

rovnici
NEBZW azwﬂz *w
Jo o H 18

Pouzitim Laplaceova operatoru 2.
fadu

2 2
0= 0_2+ 6_2
Ox~ Oy
lze rov.(5.4.1) pfepsat na tvar
(5.4.2)
(5.4.3)

Predpokladejme, ze membrana je tvofena osami x,y a pfimkami s nimi rovnobéznymi x=/ a
y=b. Na obvodé membrany budou vychylky nulové (obr.5.19)

w(0,y) =0; w(x,0)=0; w(l,y)=0; w(x,b) =0

Reseni zvolime takové, které témto podminkam vyhovuje:

w, (%, p) = CsstmJ did

Druhé¢ derivace rov.(5.4.4) podle x a y budou

proij=1,2,...,0

(5.4.4)

2 2 . %)
ZZV:_ZlTSianDCSm]bW:_ZlZﬁ

X

2 .2 . .2

d v-_J nﬁsinlmsinJWZ—] ﬂw
9y’ b’ / b b’

Po dosazeni do rov.(5.4.3) dostaneme
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X
O |:| -2 2 EID
Q) —N%—T + Zf[u]w =0
b -
odkud obdrzime
) )
0 <Xl
< > g O b0
v ] pro i,j=1,2,...,0
Obecny integral rov.(5.4.1) je dan
Obr. 5.19 souctem vSech partikularnich feSeni,
danych rov.(5.4.4)
w(x, y,t) = sin = 4;,c08Q, 1 +B, ;sinQ, ¢t
55 sn T, )
(5.4.5)
nebo
w(x, y,t) = Z ZC sm—sm ]Zy sin (Ql_’jt +¢i,j) (5.4.6)

i=1 j=0
Pro kmitani membran jsou charakteristické wuzlové cary. Jsou to mista, kde je vychylka
v kazdém cCase nulova. Z.rov.(5.4.5) resp. rov.(5.4.6) vidime, Ze to bude tehdy, jestlize plati

[ 2] i—1
X==,—,. ,—‘Z
1 1 1
_b2b -
i

Tyto uzlové cary rozdeluji membranu na i.j stejnych casti. V kazdé z nich se hodnoty
pricnych deformaci opakuji. Ukdzky uzlovych ¢ar jsou na obr. 5.20.

I
1
1
1
1
L
I
1
T
1
T
1

i=1, j=1 i=2, j=1 i=1, j=2 i=3, j=2

Obr. 5.20

Uzlové cary nemusi byt vzdy pouze piimky. Predpokladejme pro jednoduchost v dal§im

feSeni Ctvercovou membranu, tedy b = / a uvazujme tvar kmitani i = 1, j = 2 Pak lze psat
g,.2m . m .o . 2.
w(x,t) =Asin— xsin— y + Bsin— xsin— yrsin( Q.. +¢..) =0
(x.1) = fsin == xsin 7y STy +9,)

kde ¢i a Aij = B;j/A;; jsou konstanty.
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B . 21T LT m iy s
V dalsim zavedeme D = vE vyjadiime sin Tx =2sin Txcos 7x a tutéz nadhradu

. 2m , y .
provedeme pro sin NE y. Po upravé lze psat:
Uzlové ¢ary musi vyhovovat podmince w(x,#) =0 nezavisle na Case, takze lze po uprave
psat:
/I T T
sin—xsin—y = 0S—X +Dcos—yD= 0
CTTEY H
Tato podminka je splnéna bud’ pro
. 1T . 1T
s1n7x =0, resp. 51n7y =0
nebo
T T
cos7x+)\ cosTy =0

Prvni rovnice odpovida pfedchozimu feSeni. Vysledek druhé rovnice zavisi na hodnoté D. Je-
li D = -1 bude rovnice spln€na a tim rovnice uzlové ¢ary vztahem x = y (obr.5.21a). ProD =1
je rovnice uzlové ¢ary rovna y = - x (obr.5.21b). Pro D = -2 bude tvar uzlové ¢ary dan rovnici

Tix T
COST = 20057)/

a) b) c)
Obr. 521

Tvar uzlové ¢ary ukazuje obr.5.21c.

5.4.2 KRUHOVA MEMBRANA
Nyni uvazujme kmitani kruhové membrany poloméru R. V tomto piipadé je vyhodné
zavedeni polarnich soufadnic

X =rcosd

y =rsind
Pro poléarni soufadnice méa Laplacetiv operator tvar

0= 6_2+ li:r La_z
or* ror r*oad?

Pohybova rovnice (5.4.2) bude mit nyni tvar

2 2 :
00* 10 10 SW(I’,QJ)_‘]% =0 (5.4.7)

N[ +— —
o ror 09’
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Kdyz podélime celou rovnici hodnotou ¢ a oznacime

N
V= |—
q
1ze psat
’w(r,d,t) _ ,00° 10 1 0*0
———= =V [ t——+— I,
o o’ ror 09 Ew(r )

Abychom ptevedli tuto parcialni diferencialni rovnici na obycejnou diferencialni rovnici, tak
zavedeme

w(r,3,0) =7 (rd @ )i (1)
a tim dostaneme
1d°t v’ 1470 v? d9
cdf 7 Ha rdr 75 ot
Ponévadz prava strana této rovnice je na ¢ nezavisla, musi byt i leva strana rovnice na ¢
nezavisla. Polozime-1i tedy obé& strany rovnice rovny -Qo>, lze psat
d’t
dt’
coz je znama diferencialni rovnice harmonického pohybu, jejiz feseni je
t =CcosQ,t +Dsin Qt
V rov.(5.4.8) musi byt konstantni druhy ¢len pravé strany, ktery oznacime
1d9 _
3 d9*
odkud obdrzime feSeni
9 = Acosnd +Bsinnd
kde A, B jsou integracni konstanty. Dosazenim tohoto vyrazu do rov.(5.4.8) dostaneme

v OF 1d4r0 vie’

(5.4.8)

+Q7 =0

-Q? = 3 —
oy Odr’  r dr% r
nebo Upravou
d’r  dr Qg O
2 0 .2 2 = _
r tr—+g—r —n =0
ar’ dr v’ %
ptfipadné zavedenim
k==
v
1ze rovnici upravit na tvar
2—
P AT T (6 )7 =0
dr dr

Tato rovnice je znama jako Besselova rovnice a jeji feSeni ma tvar

F = EJ, (kr) + FY, (kr)
kde E, F jsou konstanty a J,(kr) a Y(kr) jsou Besselovy funkce prvniho a druhého druhu.
Pti¢na deformace kruhové membrany bude déna rovnici

w=(Acosnd +Bsinnd )(C cos Qyt + Dsin Qut)(EJ, (kr) +FY,(kr)) (5.4.9)
PonévadzZ Besselova funkce Y, (0) = o, musi byt /= 0 a rov.(5.4.9) ptejde na tvar
w= (A cos nd +Bsinm9)(Ccos Q,t +Dsin QOt)EJn (kr) (5.4.10)
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V ptipadé, Ze je kmitani symetrické vzhledem ke stiedu membrany a tedy nezavislé na tthlu
9, musi byt n =0 a rov.(5.4.10) nabude tvaru

w=(Ccos Qyt +Dsin Qit)J, (kr)
Pro Besselovu funkci plati

P

R
zx) _
n! g 1(n+1) 12.(n+1)(n+2) g
a tedy
1 4
J,(x) =1 —%xﬁ +(22’? + (I
LG Gx)°
J(x)=—x—=2 +-2 -
(9 =5 2 23
Tab.5.2. Viastni uhlové frekvence a uzlové cary u kruhovych membran
Qom Uzlové Cary
2,405 [N n=0 .
R Ao m=1 KruZnice na
9 obvodé
membrany

3,832 [N n=1

5136 [N n=2

=
< |
=
I

6,380 [N n=31 .
— | — m= \ ’
R q \\\://’
7 1N
7 1 A
1
7,016 [N n=1

q

~
|
=
I
o
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Jestlize na pocatku byla membrana v klidu, musi byt konstanta D = 0 a feSeni piejde na tvar

w= ,,,ZC’" cos (Qy,.1)J, (kr) (5.4.11)

Kmitani bude tedy periodické s periodou 7' = 2—”, kde je

Om

1 [N
Q,, = \/%JO (k,R) (5.4.12)

Uzlové Cary ziskdme opét z podminky, ze w = 0. Hodnoty nékterych vlastnich tthlovych
frekvenci a uzlovych car ukazuje tab.5.2.

5.5 Pri¢né kmitani desek

Desky jsou rovinné utvary, které mohou pienaSet ohybové momenty a posouvajici sily. Pii

sestavovani pohybovych rovnic budou uvazovany nasledujici predpoklady:

1. Rovinné fezy, kolmé k nedeformované stiedni roving, ziistanou rovinné a kolmé na
deformovanou stfedni rovinu.

2. Normalna napéti ve stfedni rovin€ jsou nulova.

Ohr 579

Uvazujme prvek desky, rozmérti dx a dy o tloust'ce 4, zatizeny dle obr. 5.22. VSechny
posouvajici sily, i momenty jsou vztazeny na jednotku délky. Rovnice pti¢ného pohybu prvku
desky je popsana rovnici:
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0*w(x, y,t)

2

00 00
9% dedy + 222 dxdy = phdxd
oy TG, Ay = PRy Ty,

z niz po upraveé dostaneme:

00. 00 0’ w(x, y,t)

—~+—=ph 5.5.1
Ox 0dy p or’ ( )
Pohybové rovnice rotacniho pohybu kolem osy x bude
oM

oM 1 0’¢
Y dxdy ———=dxdy — Q dxdy =— ph(dx)’ dy—=
5 xdy 5 xdy —Q,dxdy 12p(X) v

Ponévadz ¢len na pravé strané této rovnice je o dva fady mensi nez ¢leny na levé strané
rovnice, 1ze jej v dalSim feSeni zanedbat. Tim nabude rovnice tvar

oM, —aM”’ -0, =0 (5.5.2)
dy 0x g o
Obdobné bychom obdrzeli pohybovou rovnici rotace kolem osy y
oM
oM, Oy -0.=0 (5.5.3)
Ox dy

Pro vnitini sily a momenty desky plati [10],[16]
[(0*w(x, y,t *w(x, y,t)0
= ( .Y ) 49y )D

Mr = _D 2
| Ox dy
2 2
0
: 0 oy ox" [
0’ w(x, y,t)
M_=-M, =D(1 -p)—=22r0
xy rx ( u) axay
(0 w(x, y,t *w(x, y,t)0
0. = _# +(2 —u)(—)z’)
oxdy” [
(D*w(x, y,t *w(x, y,t)0
0,=-D ( 24 )+(2-u) (2y )
O ox°0y
kde je zavedena tak zvand ohybova tuhost desky
3
12(1- )

a | je Poissonovo ¢islo. Po dosazeni rov.(5.5.4) do rov.(5.5.1), (5.5.2), (5.5.3)
dostaneme po uprave

00° = 9> o°w(x, y,t) N 0’ w(x, y,tJ _bh 0’ w(x, y,t)

+ = _— 5.5.6
P o o % o D or (:30)
Nebo s pouzitim Laplaceova operatoru:
2 4 ph aZW(xayJ)
03 *w(x,y,80 *w(x, y5)r o (5.5.7)

Dalsi feSeni zavisi na tvaru desky a na okrajovych podminkéch. V dal$im si probereme
nekteré typické pripady.
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5.5.1 KMITANI OBDELNIKOVE DESKY
Reseni obdélnikové desky v uzavieném tvaru je mozné jen pro nékteré piipady uloZeni.
Reseni je mozné vzdy, kdyz dvé protilehlé hrany desky jsou kloubové ulozeny. Ostatni hrany
mohou byt bud volné, nebo libovoln¢ ulozeny. Ukazme si feSeni nékterych piipadi.
Obdeélnikova deska prosté ulozena na vsech hrandch.
Ulozeni desky je schematicky zndzornéno na obr.5.23. Prithyb desky budeme ptfedpokladat
slozen z ¢lenu, z&vislého na soutadnicich x, y a z vyrazu zavislého na Case.

w(x, y,1) =W (x, y)e™
Tvar kmitu musi spliiovat rov.(5.5.7), ¢imz dostaneme

W rr 2o ey (55.8)
kde Laplaceuv operator ctvrté¢ho fadu ma tvar

OW(x.y), ,0W(x.y), O'W(x.y)

O (x,
(. yF ox* ox*dy* oy*
Okrajové podminky jsou:
2 2
[
prox=0ax=17lje W=0; M, =—D%D;Vf+ua VZD=O
[]ox o [
2 2
0
proy=0ay=bje W=0; My=—DE?;VZ+/Ja—VZD=O
[10y Ox” [
X
S
A > I
b
v ||
1
< >

Obr. 5.23

Pro W(x,y) zvolime takovou funkci, ktera splituje jednak rov.(5.5.8), jednak okrajové
podminky:
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W(x,y)=Csin Eml—nxﬁsinﬁ%)ﬁ prom =1,2,...,0 a n=1,2,...,00 (5.5.9)

Dosazenim rov.(5.5.9) do rov.(5.5.8) obdrzime po upravé vlastni thlovou frekvenci desky:
2 n2 |:| D

Q,., =T 05 +—0/— 5.5.10
mon S on ( )
Prithyb desky bude dan linearni kombinaci jednotlivych feseni:
— mit nit
w(x, y,t) = A cosQ t+B sinQ t)sin— xsin— 5.5.11
(x,,0) ZZ( , JA+B, W) l S (5.5.11)
nebo
— Tim Th
w(x, y,t) = C, . sin(Q t+¢, ))sin— xsin— 5.5.12
(y)mz:l;(, (Q,.,t+9,.)) Z Y (5.5.12)

Uzlové cary, to znamend mista s nulovym pruhybem ur¢ime z podminky w = 0. To bude
splnéno pro
21 (m-1)l 4 b 26 (n-1)b

X=—,—, ..., v

> 9
m m m n n n

V tomto ptipad¢ jsou uzlové ¢ary piimky rozdélujici desku na m.n stejnych casti (stejné jako

u obdélnikovych membran.

Obdélnikova deska na dvou protilehlych stranach kloubove ulozend a na zbyvajicich stranach
vetknuta.

Tento piipad ulozeni obdélnikové desky ukazuje schematicky obr.5.24.

Obr. 5.24
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Pro partikularni feSeni tohoto ptipadu budeme uvazovat vztah

W(x,y)=C X(x)sin%-[ y (5.5.13)

m,n

Dosazenim rov.(5.5.13) do rov.(5.5.7) dostaneme
d*X s m'mw d°X

ot B ad

* o * - (5.5.14)
+DD—” -—Q 0X =0

D b4 D m,n%

Vznikla obycCejna diferencialni rovnice 4. fadu s konstantnimi koeficienty, jejiz feSeni
predpokladame ve tvaru X = 4e™* . Dosazenim tohoto vztahu do

rov.(5.5.14) obdrzime charakteristickou rovnici

e Ot g O

At=2 A+ =0
" H b -
z niz ur¢ime koteny
7
/\122 = " 2 e Qm n ﬂ
’ b "N D

Pro jednoduchost oznacime:

2
r:\/Q l)_h+’/n7-l—2
D B2
2
S:\/Q p_h—mnz
DB

S pouzitim téchto vztahli 1ze psat kofeny charakteristické rovnice ve tvaru
A =r; Ay =1 Ay =is; A, =i

takze feSeni rov.(5.5.14) bude dano vztahem
X = A4, coshrx + 4, sinhrx + 4, cos sx +4, sin sx (5.5.15)

Okrajové podminky pro uvazovanou desku jsou:
x=0a x=[: X =0 Ci,—X =0 ajejich pouzitim dostaneme A4 +4, =0 a A,r +A,s =0.
X

Tim ptejde rov,(5.5.15) na tvar:

X(x)=4 (cosh rX —COS sx) +4, ﬁ;inh rx —sin sxﬁ
s

Pro x = [ bude platit, kdyz pro zjednoduseni zapisu zavedeme oznaceni R =r/a § = s/

4 (coshR—cosS) +4, . inh R —EsinSDIO
" s H
. g - (5.5.16)
4 ginhR +Esin SB+A2 (coshR —cosS) =0

Obdrzeli jsme dvé homogenni rovnice pra 4; a A>. Pro netrividlni feSeni musi byt determinant
téchto rovnic roven nule a z této podminky obdrzime
2 2

2(1—costhosS)+R 5 sinh Rsin S =0
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Z této rovnice ur¢ime vlastni uhlové frekvence desky
_r2+s2\/D _R*+8* [D

Q

- 5 oh e o (5.5.17)
Obdélnikova deska na trech stranach kloubové uchycena a na ctvrté strané vetknutd

(obr.5.25)

= Deformace bude dana podobné

» X~ jako v predchozim ptipadé
rov.(5.5.13) arov.(5.5.15)
Okrajové podminky budou:
Prox =10

d’X(x) _ 0

dx?

o X(x)=0a

1 odkud vyjdou integracni
< > konstanty 4,=A43 = 0, takze
rov.(5.5.15) ptejde na tvar
. X(x)=A4,sinhrx + 4, sin sx
N V misté vetknuti, tedy pro x=/

) dX(l)
m bude platit X (/) =0; —— =
T ude platit X (/) =0; R

Tim obdrzime dveé rovnice
Obr. 5.25 A, sinh R+ 4, sinS =0

4, coshR+A4%cosS =0

Opét pouzijeme podminky netriviadlniho feSeni a z determinantu soustavy rovnic vyjde
S'sinh Rcos S —Rcosh Rsin S =0
a z této rovnice miZeme urcit vlastni thlovou frekvenci

2
q,="T |0
b\ ph

Obdélnikova deska na dvou stranach kloubove uchycena a na zbyvajicich

stranach volna (Obr.5.26)
I m’m
A= b4 =qy
3 2 1 1
st H

m
b2

T
G

A =
2n.2 2
Y- ’"bz

Pouzitim téchto vztahti bude pro deformaci desky platit rovnice
X(x)=4 (cosh rx +0a cos sx) +4, (sinh rx +f sin Sx)

Pro x = [ Ize psat (pti pouziti R =rla § = sl)

4, =

B4,
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[ 0 O 2 H
Am-pZ Z-llgcoshR—OIDs2 +[J%COSSD+
N b* O O b>g O
[ ‘0 2 O
w4, -p TgsinhR Bs +u% sin S =0
il b* 0O 0 b0 0

0 20 0 2
4, H o’ -2 -2 TDsinhR +saps” +(2 —u)% sin S +
g0 b™ O O b0 B

2 |:| |:| 2
” TDcoshR -sBs® +(2 —u)% cos.S% =0
b™ [ 0 b>o B

Z frekvenéniho determinantu té€chto rovnic uréime s a » a z nich vlastni ahlové frekvence.

O
+A2 % |zr2 _(2 _IJ)
B O

5.5.2 KMITANI KRUHOVYCH DESEK
Uvazujeme kruhovou desku poloméru R a tlousStky h. S ohledem na tvar desky je vyhodné
pouzit pii feSeni polarnich soufadnic. Rov.(5.5.7) tak piejde na tvar

09* 19 1 00 PhQ?
t—+— ,2) =
mor’ ror r’ 6192% wr:9)

JestliZe celou rovnici odmocnime, dostaneme

00 10 1 0°0 - /ph
- - ,2) =+Q, [— 9 5.5.19
Eﬂ? ror o9’ Ew(r ) D wre) ( )

Rov.(5.5.18) bude splnéna, bude-li splnéna nékterd z rov.(5.5.19), které jsou podobné
rovnicim pro kruhovou membranu. Rovnici vlastniho tvaru kmitu I1ze vyjadfit vztahem

W, (r9)= %4,",”41 %\ %ﬁ+BWJmﬁi/\m,n%Esin(nﬁ W) (5.5.20)

2
A = Rl PHE2 (5.5.21)
D

Z rov.(5.5.20) ur¢ime pro dané okrajové podminky vlastni thlovou frekvenci Qp,, a tim i Ay, p.

w(r.9) (5.5.18)

kde znaéi

Pro desku na obvodé vetknutou to bude » = R; w(R,J) =0, Ow(—R,19) =0 azrov.(5.5.20)
r
dostaneme
Am,n']m (Am,n ) + Bm,nJm (iAm,rz) = 0
A iA 5522
- a"]m( m,n) +Bm . aJm(l m,n) :O ( )
’ or ’ or

A
Rov.(5.5.22) umoziuje ur¢it pomér amplitud —=. Pro piipad, kdy m = n = 0 vychazi

m,n

Ao =3,2azrov. (5.5.21) Ize ur€it vlastni thlovou frekvenci

Q:A_z 2:3’22 2
R\ ph R \ ph
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Reseni prihybu budeme opét

X . pfedpokladat ve tvaru daném
> — A rov.(5.5.13). Pro okrajové
podminky desky, kde jex =0 a
x = [ plati
b M (0.y) =M (l.y) =0
S 0.(0,»)=0,(,y) =0
/ Z rovnic (5.5.4) dostaneme
) g
v
y
| |
Obr. 5.26
2 2
[]
-pc, A X _@-px™ fzgsinm—"y =0
dx b>og b
3 2
_DCmn Eul: )3( ( - )dim n-zljsnl_r[y :O
[dx o b

Ponévadz musi byt tyto rovnice rovny nule pro libovolné y, musi byt nulové vyrazy
v zévorkach
d 2X m’m

X =0

b2
2712 dx
-W=5—— =0

Pouzitim rov.(S.S. 15) ptejdou tyto rovnice po upravé na tvar
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