6.PRIBLIZNE METODY VYPOCTU VLASTNICH FREKVENCI

Jak jsme vidé€li, je feSeni linearnich kontinui pomérné slozité a piesny vypocet je mozny jen
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slozité a ,mnohdy je feSeni v uzavieném tvaru nemozné. V takovych piipadech se pouZzivaji
ruzné piiblizné metody, které umoznuji stanovit jednu nebo nékolik nejnizsich frekvenci. To
ve velké vétsing piipadi technické praxi postacuje. Postupem doby se vyvinula cela tada

raznych metod, z nichZ si zde dvé uvedeme.

6.1 Rayleighova metoda

Jiz v kap.4. byl popsadn Rayleightiv kvocient, ktery je obecné dan pomérem maximalni
potencialni energie ku maximalni jednotkové kinetické energii (pii jednotkové vlastni thlové
frekvenci):

E
= pe= (6.1.1)

K max

A=Q°

Pfi této metodé Ize zahrnout do vypoctu vlastnich uhlovych frekvenci také vlivy bodovych
hmotnosti, umisténych na line4drnich kontinuich a pruznych uloZenich. V dalsim budou
uvedeny vztahy pro jednotlivé druhy kontinui, kterd byla probrana v kap.5. Oznaceni je
pouzito stejné, jak bylo v predchozi kapitole definovano. Vsechny amplitudy (U, V, W, ®) je

mozno pii Rayleighové metod¢ odhadnout.

Podélné kmitajici prut:
!
E, .y J'A(x)Uyz(x)dx (6.1.2)
2 0
11 12
E; =—[Ax)pU’(x)dx += m.U’(x, 6.1.3
Kzl()p() 2JZJ (x)) (6.1.3)

Torzné kmitajici hiidel kruhového prurezu

1

E,=2G JO'JP (x)D(x)dx (6.1.4)

a_1 ) 1 &
E\ =3P JO'Jp(x)dD (x)dx +5;1jcb2(xj) (6.1.5)
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Pricné kmitajici nosnik

_1 ! r2 1 “ 2

E, —EE-!J(x)W (x)dx +5;kjW (x;) (6.1.6)
0 — 1 l 2 1 ‘ 2

Ey —Ep-!A(x)W (x)dx +E;ij (x,) (6.1.7)

kde £; je konstanta tuhosti pruzné podpory v misté x;
Pricné kmitajici obdélnikova membrana

EJBW(xy)D2 EBW(xy)DzE
Héﬂ 1 o Dg

[ dxdy (6.1.8)

1 2 1 - 2
=—qgf(Ww dxdy +— Wi (x.,y, 6.1.9
zqg (x, y)dxdy 5 j§ mW(x,,y;) (6.1.9)
Pricné kmitajici kruhova membrana

1 @W(re)mz maW(rﬁ)jE
NHBj *H a9 Hgd&dr (6.1.10)

1 1g
EY :EQLIWZ(r,a)rdﬁdr +5;ij2(;¢,,z9j) (6.1.11)

Pricné kmitajici obdélnikova deska

D HﬁzW(x y) W (x, y)D2 (1 - )Eb W(x,y) 00°W(x,y\d

dxdy (6.1.12
Er = ZIIQJ O’ oy’ Ox’0y’ DD 0x0y D%xy( )

1 5 12 5

E. =—ph([W dxdy +— Woi(x.,y. 6.1.13
= PH oy 23 m(x,03,) (6.1.13)

Pricné kmitajici kruhova deska

E}lZW(r)ﬁ l[dW(r)D2 uldW(r)E

E, ——DJEET ple i —% dr (6.1.14)
m] _1 p 2
E. —Eph-r[W (ryrdr (6.1.15)

Uvedené vyrazy plati pro osoveé soumérnou desku.

Rayleightiv kvocient dava presnou hodnotu pro presny tvar kmitu. My vSak dosazujeme do

vyrazii pro potencialni a kinetickou energii odhadnuty tvar kmitu, ktery vSak musi spliiovat

okrajové podminky ulozeni, kdezto silové podminky nemusi byt splnény. Velmi dobrych

vysledkll se dosahne, kdyZ se pouzije deformacnich tvarh pii statickém zatizeni. Ze vSech

86



pfedchozich rovnic je vidét, Ze davaji moznost feSeni linedrnich kontinui s proménnym

prafezem.
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Obr. 6.1

Ukazme si nyni tento zplisob na piikladu vetknutého nosniku konstantni tloustky /2 (Obr.6.1)
a proménné Sitky b(x), kterd se méni od hodnoty b, ve vetknuti az po nulovou hodnotu na
volném konci..

Pticny prufez nosniku je dan vyrazem
Ax)=hh ﬁ _X

a kvadraticky moment tohoto prifezu bude

J(x)——bh3§ T

Tvar prihybu nosniku uvazujme parabolicky, ktery splituje podminku nulové deformace ve

vetknuti:
W(x) = ax’
Potencidlni energii uré¢ime z rov.(6.1.6):

!
E, =~ ELp waafa-Sax =L e pa
27 12 T2

Kinetickou energii ur¢ime z rov.(6.1.7)

1 L oox 1
=— b hda’ [(1-2)x* =— pb ha*l’
5 Pb, JO’( X =5 b,
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Dosazenim do rov.(6.1.1) urc¢ime vlastni thlovou frekvenci :

or=Fr _ S EbJa’l _ _EW

CEY Lpbhdtl’ T pl

odkud dostaneme

Q :2,236£2\/E
F\p

Jako dalsi ptiklad uvazujme obdélnikovou desku konstantni tloustky 4, kterd je na vSech

Stranach vetknuta.

Pfedev$im musime zvolit takovou funkci

D pro tvar deformace, ktera spliiuje
okrajové podminky, to znamena, ze
b v misté¢ vetknuti je prihyb a natoceni
nulové. Takovou funkci je napf-.:
X(x)=x"+ax +a,x*
! > Konstanty a; a a, ur¢ime tak, aby byla
Obr. 6.2 splnéna i okrajova podminka pro x=/:
X() =P +al’ +al* =0
% =21 +3a,l’ +4a,’ =0
Z téchto rovnic ur¢ime potfebné konstanty:
2 1
a, = 7 a a,= 7

Pouzitim téchto hodnot obdrzime vztah pro pribéh deformace ve sméru osy x:

X(x)=x —%x3 +Zi2x4

Stejny tvar bude mit i deformace ve sméru osy y:

2 1
Y(y)=)’ —Zy3 +b—2;v4

Prithyb desky v obecném misté bude:

O, 25,1 ,0, 25 1 [
W(x,y)= -Zx = i T
(%) Bx lx lszHy by bzyH

Tvar deformované desky ukazuje obr. 6.3.
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Potencialni energii ur¢ime z rov.(6.1.12):
| 12 12,00, 2, »yOO, 2, x00. 12 12 [
E,=—D ——Xx+—x —y = X~ —x 2 —y +— dxd
el R T R e

Po provedeni integrace obdrzime:
E, :L(n)“ +4°0> +71°)
11025

Jednotkovou kinetickou energii ur¢ime z rov.(6.1.13):

2 2
1 N ) x* 00 2 yO phb’l
E. =—ph i S =2y +=1) dxdy =
Y ) e R T i rrrn

Po dosazeni do rov.(6.1.1) dostaneme:

_ 7y D(7b* +41°b* +71%)

Q2
(bl)* ph

respektive Q= 262 \/2(7b4 +41°b* +71%) D
b o

6.2 Ritzova metoda

Ritzova metoda, kterd se pouziva i v metod¢ koneénych prvki je zaloZzena na skuteCnosti, ze
Rayleighiiv kvocient lezi v intervalu pfesnych hodnot vlastnich uhlovych frekvenci. To tedy
znamena, ze vlastni tvar deformace minimalizuje Rayleightiv kvocient. Proto se podle Ritze
aproximuje vlastni tvar linearni kombinaci nezavislych funkci, které spliuji okrajové

podminky. Pro dvourozmérné kontinuum to bude:

W(x,y)=a fi(x,y) *a,/,(x,y) +... +a, f,(x, ) (6.2.1)

To znamena, ze Rayleightiv kvocient bude funkci nezéavislych koeficientt:

E
A =E—§ =A(a,,a,,...,a,)

K

Minima téchto hodnot jsou dana n podminkami
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oA 9 OE,0_ 0
___D_ =

E, - Q'EY ro i =1,2,...,n 6.2.2
da, GaiDEEE aa( g K) P (6.22)

Timto postupem se ziska n homogennich rovnic. Pro netrivialni feSeni této soustavy musi byt
determinant soustavy roven nule. Ponévadz je tento determinant n stupné obdrzime » hodnot
A<\ <...<)\, nebo O <Qi<...<Q. Tak jako vétSinu analytickych metod lze Ritzovu
metodu pouzit vSude tam, kde plati zdkon zachovani mechanické energie. Vyhoda je v tom, ze
neni potieba sestavovat pohybové rovnice, ale staci pouze geometrické okrajové podminky.

Postup feSeni si ukaZzeme na urceni prvnich dvou vlastnich thlovych frekvenci prismatického,
oboustranné vetknutého nosniku. Funkci, kterd spliiuje geometrické okrajové podminky

navrhneme ve tvaru:

W(x)=ax*(I—x)’ +ax ([ —x)
Tato funkce slptuje podminku W(0)=W({)=W'(0)=W'(I)=0. Potencidlni energii
stanovime z rov,(6.1.6):

i
E,= 2 [za1 (I —x)* —8ax(l —x)+2a,x* + 6a,x(I — x)’ —18a,x* (I — x)* + 6a,x* (I — x)]2 dx

0
a po integraci obdrzime:

E, = lEJ ﬂafl5 —1—2611(1217 —|—ia2219
2 5 35 35

Podobné obdrzime z rov.(6.1.7) kinetickou energii

1
pA 2 pA
EK:7[[%)62(1—)02+a2x3(l—X)3] deT[

279 11 2413
al” aa,l a,l

690 1386 12012

Dosazenim vyrazii pro potencidlni a kinetickou energii do rov.(6.2.2) a derivovanim podle a;

a a, dostaneme dvé rovnice:

4 2 6
js|[ 4B Apl* " OEJI"  Apl® 0| =0
5 690 35 2772
I iEJ—LApz“Q2 a, + iEle—;Aplf’Qz a,|=0
35 2772 35 12012

Pro netrivialni feSeni téchto rovnic musi byt determinant soustavy nulovy, Z této podminky
obdrzime po rozvinuti determinantu kvadratickou rovnici pro Q*:

A" —@EJ@I“QZ +8154432E°J> =0

a jejim feSenim obdrZime:
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22,374 |EJ 0 127,632 |EJ
=== , = =

Q a =L
: >\ p4 I pA

Pfesnym feSenim bychom dostali

22,20 (EJ 120,90 (EJ
Q= o a QO =—7 —
pA / pA

Jak vidét, vypocetli jsme Ritzovou metodou vlastn¢ 1. 3. Vlastni tthlovou frekvenci a to

s chybami asi 0,78% a 5,57%, coz je pro technické vyuziti dostatecnd presnost. Daleko vétsi
nepfesnost je dosahovana pii urCovani posouvajicich sil a ohybovych momenti, ponévadz
zvolend bdzovd funkce spliuje pouze geometrické a nikoli silové okrajové podminky. Tu
vznikaji chyby 100% i vice. Ponévadz je pfesné feseni u vétSiny ptipadli nezndmé, je nejistota
feSeni dynamickych silovych uc¢inki pfili§ velka. Pti zachovani vSech vyhod varia¢ni metody

1ze nedostatek Ritzovy metody ¢astecné eliminovat pouzitim MKP.
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